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1 Einleitung
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statistische Physik: Thermodynamik
Naturkonstanten: k = 1,38 - 10723 J/K (Boltzmannkonstante

kanonische Ensemble: mittelt iiber Konfiguration mit dem Boltzmanfaktor

7= e PE(KnS) _ (=BF(T.)

1
b= 5T
7 Zustandssummen
E Energie
F freie Energie

Gibbs, Boltzmann, Planck, Einstein
me = 0.5MeV/c? =10"2"¢

mec? = 10 %erg

1,610 2erg =1eV

Zimmertemperatur: T = 300K =5 - 10" erg = ieV
deswegen funktionieren die meisten Gleichungen auch noch bei Zimmertemperatur:

thermische Korrekturen im Promillebereich

1.2 Geschichte

Kirchhoff, Bunsen (1859): entdecken Spektrallinien

Balmer (1885): Balmerserie (Regularitéten)

Rydberg (1890)

Rontgen (1895)

Max Planck (1900): Strahlungsformeln (der Maxi Planck, der Star unter allen)
Albert Einstein (1905): Lichtquantenhypothese (E = thI)

(1908): Kombinationsprinzip

Ernest Rutherford (1911): Atomkern (der hat gestrahlt und hat dann den Atomkern
entdeckt)

Max Laue (1912): Streuung von Réntgenstrahlen am Kristall

Niels Bohr (1913): (Theaterstiick: Kopenhagen - Missversténdnis zwischen Bohr
und Heisenberg)

1 % ist daher immer konstant!
Eges = N - hw
Energie ist also quantisiert
(Wenn sie einem auf einem anderen Stern mitteilen wollen, was sind die ganzen Zahlen, dann
sagen’s ihm er séoll das messen)
Y

c=Av=g5o507



Compton, deBroglie (1923): Comptoneffekt (7 = hk, |k| = 2ol =he = %

Heisenberg, Born (1925): Matrizenmechanik (Operatorenmechanik)

Schrodinger (1926): Quantisierung als Eigenwertproblem

Born: Wahrscheinlichkeitsinterpretation

Davisson, Germer (1927): Streuung von e~ an Kristallen, Beugung

1.3 Strahlungsformel

geht um Beschreibung der Hohlraumstrahlung durch Gesetz fiir Energiedichte E(v, T')

Rayleigh-Jeans-Gesetz:

fir kleine Frequenzen

E(v,T) = konst - v*kT

Wien:

fiir grofle Frequenzen

E(v,T) = konst - V2(h1/) Lo R

hier kommt der Boltzmannfaktor hinein

fiir Zwischenbereich interpoliert:

1

E(v,T) = konst - hv® ——

h
ert — 1

an dem Minus sieht man, dass das Bosonen sind

1.4 Welle-Teilchen Dualismus

Welle: leiten Wellengeleichung aus Maxwell-Gleichungen her

E B
Quellen divE = 4o divB =0
Wirbel | rotE = —%%—? rotB = %B—t + 47“;

betrachten den Fall o = 0, j_": 0

2= E = |plc = E2? = |p|?c® + m3c? relativistische Energie-Impuls-Beziehung

aus der Formel ist klar: Photon hat Masse Null

wie messe ich in Raum und Zeit?

E? — 22 = m2ch
N

t z

es ist nicht alles relativ

btw: ziehe ich Wurzel aus Energie-Impuls-Beziehung, sehe ich, dass Anti-Teilchen bestehen:

2
E = £/m2T+ P = me\/1+ By = me2(1+ 55 + 0(%)?)

o
Ep =mc® + {5+ 0@

07.03.2005 Ende
08.03.2005 An-
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fiihren Potentiale ein:

se]

=rotA
bestétigen das: divB =0

weitere Uberlegungen:

_ 1 5
rotE = ——rotA
c

rot(E +
———
0

1=
ZA) =0
-4)

sei jetzt £ = —1A(t, %)

Eichung des Potentials:

Potential kann immer geeicht werden, wahlen, weil’s praktisch ist, divA =0

1.5 Comptoneffekt

Streuung von Rontgenstrahlen an Elektronen (Bindungsenergie ca. 10-100eV)

Man beobachtet: Streustrahlung gleicher Frequenz wie die eingestrahlte und zuaétz-

lich Strahlung mit geringerer Frequenz

Rechnen das realtivistisch:

FE=hw
A
_>\ = —
¢ v 2mw
7= hk
- 2
kl = —
F==

E? = m2ct + 22

Rechnen das ganze im Ruhsystem

fiw 4+ mec® = hw 4+ /G2 + m2ct

P=p+q

e

09.03.2005
fang
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—2hww’ + 2h(w — W mec? = —2cos 92 |k||K'|* = 2 cos 1952¥02
c

N A 1 1 w-d h
2mc  2mc¢ W w ww' MeC2 (1 = cosv)
, h
A = A + (1 —cos?)
~~ ~~ MeC e v
Wellenlénge der gestreuten Welle alte Wellenlénge ‘ >0

= Comptonwellenlinge ~ 7 - 10~ m
MeC

1.6 Ubergang zur Quantisierung

Welle:

(1, T) = e~ WHIEE = iR

nichtrelativistisches, freies Teilchen (E

) L
7) = e tamRt TR
U(t, @) =e

wenden Operator %ﬁ auf diese Wellenfunktion an:

h = . -
VUL, T) = P 7)
kommen damit auf eine Eigenwertgleichung

Dies ist die Eigenwertgleichung fiir den Impulsoperator 1%’ =iy

i



Das ist jetzt eigentlich nichts Besonderes, aber vor 1900 hat niemand das physika-
lisch gedacht

Es ist eine Quantisierungsvorschriftlﬂ
Interpretation:

habe einen Phasenraum und mochte ein korrespondierendes quantisiertes System

kreieren

Dazu benutze ich eine solche Quantisierungsvorschrift (sie fiihrt also ein klassisches,
dynamisches System P = {(Z,p)} mit Hamiltonfunktion, Poissonklammern in ein

korrespondierendes Quantensystem iiber)

Vorschrift: ersetzen:

Multiplikation mit "

da

daraus folgt die 3dimensionale Schrédingergleichung (E = 2o V):

2m

Beispiel Magnetfeld:

PA = mvA(Z) = ?6 CA(D)

Ansatz zur Losung der zeitunabhéngigen Schrédingergleichung:

- Et

U(t, &) =e "r O(x)

3Der Impuls ist aber nicht quantisiert, der bleibt kontinuierlich



2 ~ .
e R E®(x) = (—;—mA + V(&)P(x)e "+

E®(z) = (—;—mA + V(2)®(x)

Das ist die zeitunabhingige Schrédingergleichung (geht natiirlich nur mit zeitunab-

héngigen Potentialen)

betrachten nun noch Integral iiber den Raum:

d*z|®(Z)|
Vol
ergibt die Wahrscheinlichkeit, dass ich ein Teilchen im Volumen treffe 09.03.2005 Ende
14.03.2005 An-
fang

1.7 Materie-Welle

Elektronen werden an Kristall gestreut, er besteht Interferenz (Davisson-Germer)

Falls
d-sind=n-\

kommt es zur Verstidrkung.

2 Die Schrodingergleichung

(das sollte Kapitel 2 sein)

2.1 einige Wellengleichungen

2

o — o~ tEpt ipT _ -
ebene Welle: Uy = e~ n"rlenP? F, = o

’ ‘ klassische Physik ‘ Quantenmechanik ‘
Impuls il %V\Ifﬁ(t, Z) = pUs(t, T)
Ort z TU5(t, &) = 2U;(t, Z)
| Energie | E | ind y(t,T) = EV,(t,7) |

zeitabhéngige Schrodingergleichung;:

Wt &) = (—%A + V(2)s(t, )

komplex konjugiert:

Tk (g h? Akl
—ihW(t, T) = (—%A + V()Y 5(t, T)



Normierungsbedingung:

/ x50, 7) W50, T) = / BVt )y

Behauptung:

inl / BV, )V, F) = ih / (2 (W, 7)), 7+ U3, 7)

A

zeitunabhéngige Schrodingergleichung:
Sei V(z) unabhéngig von t

Ansatz (Produktansatz):

Genau genommen fehlt ja in Schrédingergleichung E? = m2ct + p2c2.

beriicksichtigt man das, kommt man zur Klein-Gordon-Gleichung:

0? 1 07
—hQ@\P (m%c* + A(—)RPA)U = (=

2o

9 »
5 V() =0
)=0

diese beschreibt die relativistische Bewegung von Teilchen mit Spin 0 (gehoren zu

den Bosonen): TI-Mesonen

ist aber keine wichtige Gleichung

kann auch E = \/p%c2 + m2c? direkt in Quantenmechanik {iberfiihren:

inlw = DA 4 mre

ot
ist die Salpetergleichung und braucht keiner
wie stelle ich ein Photon dar?

mit einer Wellengleichung

das ist durch folgende Beziechung mit Maxwell verkniipft:

4h =c¢=m =1=e =, solche Einheiten haben die Theoretiker gerne



Dirac- Gleichungﬂ

0 h?
W= (- AL V)
ot ( 2m +V)
E? = p?? + m2ct
geht {iber in:
0 ho ho
2w = {casno L f ot L
ihgy ¥ = Aean g Hang gt
(Ende 14.03. fehlt) Beginn
1D-Schrédingergleichung: 25.04.2005
n? d?
(—%@‘FV(@W(@”) = E(z)
hQ > * 111 2 2
—— [ day*"+ [da[y|"V(z) = E [ dzl|y|
2m J_ o
| —
7 [0, daly? !
(T)y+(V), = E
——
>0
(2)
Sei
Vi) < 0,V(c0)=
Vi) >0 fr x>0
V(z) =V(-x)
Bsp
0 J|z|>a
Viz) =
VW lz|<a
(1)

Gerade Fkt: ¢(z) = —¢(x)
Ungerade Fkti)(x) = —p(—x)

5der Dirac hat ja noch nix von den Antiteilchen gewusst, aber er hat sie erfunden



RQ

v/ Voa? — 22a?
—_———

€

tan ka =

U Limes 2Vpa = A fest, a > 0,V — oo

VVpa? — ea?
cot \/ Va2 — e = yoor =
Vea?

= Vpa® — Kk%a?

k2a® = Vya® — €%

Y = cet kK=

Vv = cocoskx, KEVOTE

A
A 7 —¢€a A2
a— 0,del’ H(: \/;)1 QT, €=

(Spitz nach unten)

_¢g - A56($)¢6($) = EewE(x)

€

(@) (@) — A / dud@y(e) = E [ de(z) — 0fre— >0
.

—e

$%(0)
lim [ dzd(z)i(x) = 9(0)
n—0 J_ o
/ _ .
V(0s) - (0= ) = D B(0), v stetig
e —c Kopplungskonstante

—" = By fiir x # 0, E negativ

10



"+ V() = Bpel?

—AYp+ V(D) = Ei(x)

a  l(1+4+1)
Viz)=——
() r + r2
¥ € C*(R\{0})
Ungerade:
(wieder (2))
" = (Vo —e
Ly = ce ™ k=c¢
II: ¢y = c¢ysinka, K2=Vy—e¢
Anstiickeln: x = a : c;e™* = ¢ysinka
Ableiten: — kcie % = cqrcoska
—1 = 1 tan ka
k. ok
Ka Ka
—tanka = -— =

ka  /Vya? — k2a?

Falls +/Vp < : kein Bindungszustand
2 < v/Voa < 3% : 31 Bindungszustand

h? d?
 2mdz?

() = (B = V(z))i(x)

Sei V(z) <0, V(£o0) =0 (V' > 0 fiir z > 0), |V(0)] < o0, V(z) =V (—x)

Versuchen L2-Lésungen heuristisch zu charakterisieren (Konvexitétsiiberlegungen)

Suchen antisymmetrische Losungen
Randbedingungen: ¢'(0) # 0, ¥(0) =0
Bildchen Potentiall

Sei E <0

d? 2 2
() = (<R E + 2V (@)e()

P = (e = v()))(x)

Kriimmung = 0 fiir € = v(Tkigssisch) und Y, fiir die ¢(z) =0

11

Ende 25.04.2005
Beginn

26.04.2005



falls € > v(z) und ¥ (z) > 0 = 9" > 0 konkav von unten

falls € > v(z) und ¥(z) < 0 = ¢” < 0 konvex von unten

falls e < v(z) und ¥(z) > 0= 19" <0

falls e > v(z) und ¢¥(z) >0=v¢" >0

Bildchen Potential rechts

Vorr.: die Eigenfunktionen 1,3, ... zu den Eigenwerten F1, Es, ... bzw. €1,¢e9, ...
V0 <& < Tpiassisen Y <0 — [P(x)] < P'(0)x

Behauptung: Die n-te Eigenfunktion hat genau n— 1 Nullstellen im offenen Intervall
(0,00)

Seien: 11, ¥ Losungen zu Energien €1, &5, sei &1 > &5

U1 = (&1 —v(@))dha(2)
5 = (62 — v(z))¢ha(2)

Bildchen Siniisser

& ergibt eben einen Knoten mehr als &;

Yop] = (€1 — v(@))Y11o
Y1y = (€2 — v(x)) 192
(Vo)) — 1905) = (Yot — r1)y) = (€1 — Extpreho)

/ﬁ do: (ol — drl))| =<él—-éah[ daty s

1 1

T

%@ﬂ%@ﬁ*%@ﬂ%@ﬂ:@r%ﬁfzww%
—— —— —

z
<0 >0 >0

Sei ¥o(x) > 0VZ <z < Ty = Widerspruch!
Sei Y9 V1 < x < Ty nichtnegativ
Bildchen Logistik

N
|

d /2>7/ di
/O $|’(/J|_40 T
- Lo P
d ’2>7/ dr——

/0 x|¢|740 T3

12



aus ¥(0) = ¢'(0) = 0 = ¢ (x) = 0, muss daher immer durch 0 durchrasen
Bildchen Kasten mit Sintssern

Losungsfunktion muss Vorzeichen Wechseln, da ja Orthonormalsystem Ende 26.04.2005
Beginn

27.04.2005
! (€1 = v())yr (z)
5 (€2 = v(2))2(2)

(6, —U)[Z = (a1 - €2) / Cdw 42
T Y

Y1(T1) = ¥1(T2) =0

Ta
o (To) ) (T2) —12(Z1) Y} (Z1) = (61—62)/ dxp11pa=> 1py muss im Intervall (Z1, T )Nullstelle haben bzw. Vorzeich
1

V@ = 2 B()
Vo= (o- By

I:4p(z) =cre ™

k> = wvy—e

k = +vg—c¢

vy /00
—>9Yx) = 0 Vz>a
Ya) = ¢(—a)=

(Dirichlet-Randwert-Problem)
L?([~a,a),dr)

Joo datpx (2) (@) = (¥lp)
Mannigfaltigkeit: Torus

7.

Der harmonische Oszillator
Bem.: typische Potenziale

niedrig-energetische Anregungen

13



Iy
|

Hy = Evy
Sei x = ¥
L1 1
2d2 2 At Y
——

mit

Sei

h
|
|

14

L*(R,dz)
h2 d2
 2m da?

mw

2

2

_}i)\?ﬁ
2m~ dy?

R2A4

WE¢(y)
N——

mw2

Ve




1, d d
Aot
ATA 5( dy+y)(dy+y)
1, d? 5

(v
—_—
1

ist unterhalb beschrénkt. Gleichheit: Nullpunktenergie.

1 1
(Ylh) = (Y| ATAY) +5 W) 2 5
N———
=[|Ap>|2
Gleichheit < v/2A ) = 0
(L 4y = 0
dy 4 B
Uy) = $0)e T
= (0)e 7
= G0
Ende 27.04.2005
Harmonischer Ostzillator Beginn
02.05.2005
[h, A] = [ATA, A] = [AT, A]A=-A
——
-1
Sei
hly) = E[)?7?7?7 () =1 = AT |y)istEV zuhzumEWe + 1
= AlY)istEVzuhzumEWe — 1
Bew.

(hAT — Ath) ) = AT|y)
hAT ) = (e+1)AT|y)

(hRA—Ah) ) = —Alp)
h Al) = (Ae—A)[Y) = (e—1)AlY)
——

EVzuhzumEWe—1

15



1 1
latwll = <A*wlA*w>:<wléﬁiw>=<wl<f1m+2+25atﬂ>

ool 6
Jat P = (wlAtAw) = (- on
= (vlh-300) = (= 3)
h = ATA+%

Satz: h ist nach unten durch ibeschréinkt.
vy € H

(V1)

(e + %)mitAT ) € H

Bem: Zwischen % und % gibt es keine Eigenvektoren; die einzig moglichen Eigenvek-

. | _3 . 1
toren sind bei ¢g = 5, €1 = 3,\ldots €, =n + 5

Die dazugehorigen Eigenvektoren sind

0)
1) = AT0)
12
2) = (A)2\0>
‘n> — M_ﬂ |n_1>
B W a \/rﬁ ~——
Al 1)

Normierung: Beh.: ||(AT)" |0>H2 =nl!

Induktion: | AT(AT)"~1 |O>H2 = (0]A"1 (4AT) (AT)"+10> =n (0[A" (A" 1) =
——

(ATA 41y

n(n—1)! =n!
EW von ATA :

ATAIn) = (h=3)In) = (n+ 5 — 5) )

At A heiit Quanten(Teilchen-)Zahloperator

2

&

Y

0) = Ne =
N d 2 2N 2 y
1) = —(—=—+4vy)e” 2 = —=ye™ 2 antisymm, einKnoten x Hy(y)e™ =
V2© dy V2
2N d 2 2N y?
|2) = (——+y)e” 7 = —=ye™ 7 antisymm, einKnoten o< Hy(y)e™ 2
V2v2© dy V2

16



harmonischer Oszillator:

h=ATA+ L, [A A1) =1, [h, AT] = AT, [h, 4] = —A
L y2 mw

: : =0, = e‘T:consteTTZ, =
EV:[0): A|0) =0, |0 T,010)=1

Vakuum=kein Quant

Ein Quant: [1) = AT|0), (1|1) = (0] AAT|0) = 1, AT = L

(0] A]0) = O
(1] =(0[A

Zwei Quant:

12) = J5(AN20), ... ym [n) = AT[n — 1) = 1, 97 = (n — 1| AAT [n — 1)

hier fehlt einiges

(nln) = o

L_(0]A™ |n), An) = on |n— 1), (n| ATA|n) =02 =n, 0, = V/n

(nn) = =m0 A" 1n —1) < (0] A™ 2 |n—2)... x (0] A™"|0) = O

m!

hin) = (n+ 1) |n) = (ATA+ 1) n)
Born-Jordan-Heisenberg - Matrizenmechanik:
kleiner Einschub Matrizenmechanik

(aber nicht so wichtig)

Basis fiir H: |0),]1),]2),..., vollstindig. ON
Wahl einer Darstellung;:

10) 1)

I

o o o~
I

o o = o

hier fehlt auch was

Aln) =y [n+1) =vn+1|n+1)

(m|ATn) =vn+1T{(mn+1)=vVn+ mni1
(1] AT|0) =1

(AT)mn =

o O o O
o O O =

0

0
V2

0

oS O = O

0 0
0 0
0 0
V3 0
Vi

17
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1000
0 2 00
h=1| 0 0 0
0 00
Einschub wieder Ende
M= p=4d
{Azjgdiﬁy)
At = B +y)
0 1 0
2mw 1 0 V2
A+ AN =V2y=V2rr =/ "5 =
Y h 0 v2 0
0 0 V3
0 1 0
-1 0 V2
. hd h [mw h [mw _
p=c— = A Aty =2, /0 V2 0
i dx 7 2h 2h
0 0 -3
01 0 0
1 0 V2 o0
-1 0 V2 0 V3 h
2mw
0 0 V3 0
1 0 V2 0
0 3 0 V6
h
2= v2 0 5 0 —
2mw
0 v6 0 7
h
(i')mn = %( vn + 15m,n+1 +vn—+ 16n,m+1)

o%oo

o%oo



andere Variante zur Berechnung:

% o (A+ AT)?

_ N2 1) — 2 i f 12 _
= (n| (A+ A" |n) = (n| (A2 + AAT + ATA+AT ) In) =2n+1

ATA+1 n
(nl 77 ) = —12 % (] (A4 — ATy = 79 2 4 1)
o%h 2
(n|pln) =
h wh
~\2 N2
= (A2),(Ap)y = 2n+ 1)5————(2n + 1)
h ok
Ty = (] 2= n) = (20 + 1)
(n|V|n) = s (n] &2 |n) = L“’Qi(zn +1) = hw(@n+1) = (n| T |n)
a T2 2mw o B
Dies war das Virialtheorem
Bem.: berechnen:
[pz, 2%] = &[p, 2]& + [p, 2]2? = —2iha?

Ende 03.05.2005

M)

Y

falls k bzw. p bis oo lauft = ¢(y) = e=
= Reihe muss unendliches Polynom sein.
= Fkmae =N 2 2ey—1=2N=ey=N+3
IIT) 3-dimensionale Schrodingergleichung H = L2(R?, d®x)
IIT)1) 3-dim harm. Oszillator

h mw? 5, mw? 5, mw?

_— — 3
H= 2mA+ 5%t x5, DH)=SR’)CH




H’(/) = Ew Produktansatz: w(xl,xg,acg) = Xl(xl)X2(x2)X3($3), Xi € LZ(R’de)

S 12 0 o
2m Oz

_ oo mwy W o7 s o _
X2X32max%X1+ 5 X1X2Xx3+xsx( 2m8x§+ 5 X2)X2+x1xz2(

+—=23) xa2(w2)+(

L2 o
- T (@) +H 2m O3 2

“oma T 2

(

“omaait T2

x1(1)
——

By

1 1 1
= E = hw(hn + 5) + hwa(ha + 5) + hws (hs + 3)

mwy 2, mwy 2 mwy 2)

Ynanaing = Cnynang Hn,y (xl)an(IQ)Hn3(x3)€7(Tx1+WI2+ 3R %3

3-dim Oszillator
H = I2(R?, dPx)

HY =EV

1 1 1
By nains = hwi(n + 5) + hwa(n2 + 5) + hws(ns + 5)

3
W] =Wy =wsg =wWw: Enl,ng,n3 :hw(nl—i—ng—i—ng —|—§)
——
N

Drehimpuls:

Lk? = €kmnTmPn

{Lka Lm} = Ekmnlk

h, O 0
La = 705, —%3)
A, 0 0
Ly = tg —v5)
h, O 0
Lo = Flogy —va)

h2 92 mw% B2 92 mw% ) B2 92 +%x2

X3)xs=FE

)x3(x3) = E

Ende 04.05.2005

(Keine vO
da Test am
09.05.2005)
Beginn
10.05.2005



kanonische Kommutatorrelation:

[Cﬁi,ﬁj} = zh&j auf D

Hats aus Sparsamkeit weggelassen...

[2,p2] =ih, [y, p] =0
[z,p,] =0, [y,py] = ih
[x7pz] =, [y,pz] =0

gehen iiber zu Kugelkoordinaten:

x = rsindcosp
y = rsindsing
z = rcost

formen Differenzialoperatoren um:
0 _0x0  0yod 020
09 990x  OVdy 090z

(Rest aus Griinden der allgemeinen Bekanntheit erspart)

und setzen fiir die Drehimpulse ein:

L, = (?(—cotﬁcosgo%—smw%)
L, = (%(—cotﬂsingo%—ﬁmp%)
L, = (%(—cotﬂcosgp%*smw%)
und weiters:
L, = LﬁiLy:?(—comew%He”’%)
L. = Ly—ily= %(— cot ﬂew% - z‘ei“"%)
LU = (L, —iLy)! = L} +iL}

alles auf C>°(S?)
Eigenwertproblem fiir L, auf L2((0,27),dy)

unleserliche Zeile
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ho
29 o) — L.®(p) = A
P90 (¢) (¢) (¢)
din® =2 = g
nd = =5 ©
a(g) = 7

Bedingung: ®(0) = ®(27)

1 1
V2T B V2T

ganzzahlige Quantisierung!!

et M = N =hm, m=0,+1,+2,...

Kommutatoren:

wir schicken voraus:

Ly, Ly = iL,
weil ndmlich mit L, = yp, — zpy, Ly = 2ps — xp.

[(ypz - Zpy)7 (zpac - xpz)] = ihypa: + ihmpy = ihLz

(das darf sich jeder selbst durchrechnen)

und jetzt mit zyklischem Vertauschen:

[L.,L,] = ihL.
[L,,L.] = ihL,
[L.,L,] = ihL,

das ist die Lie-Algebra der Drehgruppe (O(3) = SU(z))

jetzt weiter die Kommutatoren:

[Ly,L_] =[(Ly +iLy), (Ly — iL,)] = —iihL, + i(—i)hL, = 2hL,
[Ly,L.) = [(Ly +iLy), L.] = —ihLy + iihL, = —h(Ly +iL,) = —hL,

[Lz, Ly]=hLy

22



wir erkennen: L, und L_ sind Leiteroperatoren Ende 10.05.2005
Beginn
11.05.2005

Drehimpulsalgebra

d d d
{Lz’Ly} =LZ
Lw :sz —ZPy,... [xi,pj] :ihdij

Ly, Ly] =ihL., [Ly,L.]=ihL,, [L.,L,]=ihL,

E€Z

EW-Problem fiir L.®(y) = 2 2 () "B " g(p) = ¢ 77

Bemerkung. Bedingung der Eindeutigkeit wird bei Spin % (%,) Teilchen verletzt
Exp: H. Rauch et al. 2r-Drehung =Interferenz-Pattern, 47-Drehung keine (Schal-
Nlustration...)
®(0) = £P(2m)

Falls 3 Phase bei Drehung um 27: £ = 1 Boson, Spin 0,1, ...

1

—1: Fermion, Spin 3, ...

i-i 4 (?) Einheitswurzel

N-te Einheitswurzel: Anyon QHE

Ly=L,+iL, L_=L,—iL,; [Ly L_]=2hL,

[L.,L.] = [L., (L, +iL,)] = ihL, + i(—ih)L, = h (L, +iL,) = hL,

analog
[L.,L_]=—hL_
(Lo L) = |25 L] = (L L] = = (L., L]
LiL_ = L}+L)—i(LyLy,—L,L,)
N—————
ihL.
L L, = L+L2—hL.
LI’ = LI+L)+L2=LyL_—hL.+1L2
L’ = L_L,—hL,+L?
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[L?, Li] = [LinLun, L]
=Ly, [Lmv Lk] + [L"lv Lk’] Ly,
—— N——
ih€mpknLin ihempnLin
= ih(€mpnLmLn + €nkem LimLy)
——

—€mkn

=0

L? ist der Casimiroperator (kommutiert mit allen Erzeugern der Liealgebra O(3) =
SU(2)
Der Casimir, des is derselbe wie vom Casimireffekt, der is vor a por Johrn gstorbn,

der wor der Président von irgendso ana Européischen Physikalischen irgendwos
Gesellschaft...

L? und L, kénnen gleichzeitig diagonalisiert werden.
Eigenwertproblem™ = £2(S2%, dQ )
sin ¥dddep
L?[lm) = B2(1+ 1) |lm), L. |lm) = hm |Im)
explizit
LY (9,¢) = P21+ 1)Y (9, ¢)
——

ime
P(v) e\/ﬂ

AB = BA

Suchen gemeinsame Eigenvektoren

Ap; = Nipi = BAp; = \i(Byp;) = A(Byp;)

Diagonalisiere B

B, = pptr, = Gemeinsame Eigenvektoren sind ¢; o 1y,

Korr: Yo (0, 9) = |Im) = P(8) ()

[A,B] =0 Sei Ap = A\p = BAp = ABp = ABp = ¢ Eigenvektor zum selben
FEigenwert A

Sei By = up = ABY = pAp = BAy = 1 Eigenvektor zum selben Eigenwert p

I unbekannt L? |Im) = A21(1 4 1) |Im)
L?L. |lm) = K21(1 + 1)L, |Im)

L?|im) = h21(1 + 1) |Im)
L?L. [lm) = K2(1 + 1)L |lm)
L. |lm) = hm|lm)

elmy

= [im) = P()
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(Hy + Ha)n, ¥nyPns [n1n2n3)

Beh.
Li|l,m)y=cpm|l,m+1)
Vor: (I, m|l',m") = 811 Sy

L.Ly|l,m)=cimL,|l,m+1)

L.Ly|l,m)=cpmL,|l,m+1)
(L.L + RLy)|l,m) = KLy (m+ 1) [I,m) = fi(m + Ve Lo Ly |l m + 1)
= L,Ly|l,m)="Hhm=*1)Ly|l,m)
—_———

[l,;m+1)
sei reell 2
2 ~~
L [l m)[|” = || “Cim” |1, m)

(m| L_Ly |l,m) :cl2m
——

L2—L2—hL,
=Rl + 1) —m* —m)
=R ((1+1) —m(m+1))
>0
Ende 11.05.2005
da fehlt jede Menge 16., 17.05.2005:
B diagonal auer Entartung Pfingsten
Anfang
18.05.2005
aq
aq
a2
Amn = a2

as

Qas

25



diagonalisiere B in Unterrdume in denen A entaretet ist

vielleicht fehlt hier auch was (glaub aber nicht)
Li[l,D) (9,¢) =0

he'? | icot ¥ 9 +£ Pi(2) i =0=lcotIP, = 2P
o0 o9 | N ar T oant!
~—

il

P, ... Legendre-Funktion

Pi(0) = consty(sind)!

P,
on = const;l(sin¥)! ! cos ¥ = const; - I(sin)! cot I

oY

L?1,0) = h21(1 + 1)]1,0) = L_L, |1,0)

L_Ly+L?—hL, = he “(icotd g —%)
~~

K2

Pi(9) = Rl + 1) P(9)

d d
—(1=-22)—=P=Il(l+1P
dz( Z)dzl (I+1) P

2
<8 cotﬁa) P=Il(l+1)P = -
¥
_ _ ime
|la m> (19a QD) - }/l,m(ﬂa (P) - clmBm('&) €
reell Vor

stellen uns Kreis mit Radius R = /I(l + 1) vor, Losungen liegen im 1. Quadranten

(zwischen |1, 0) und |/,1)), und dazu noch die komplex konjugierten

hier fehlen die einzelnen kets 1,1 u.d. mit ihren zugehorigen Normierungsfaktoren

(sollten oben schon einmal ohne Normiereung stehen, tun sie aber noch nicht)

damit sind auf jedenfall die Orbitale der Elektronen im Atom festgelegt (das freut
den Chemiker)

seim >0

mgm

Pn(@) = (-1)" (1-2%) " S Pi(2)
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Die radiale Schrodingergleichung D = 3

H = L*(R®, d%2)

p2 h2
H=_— =——A
5 TVI(r) 5 AT V()
10 ,0 L
A= 2= Y29 &
h f r2 0 " or r?
HY =FEV

\I/(T', v, 90) = R(T) Yim (19» 90)

ime
Cim Prm (9) E\/ﬁ

1
/ dz P(2)Py(2") = cibir

-1

dQ = sin 9dv dy
N——

dcos ¢

/ dQd* () g(Q) = (f]g)

3 Die dreidimensionale Schrédingergleichung: Ra-

dialsymmetrische Potentiale

(_ij + V(r)) Y(r,9,0) = EY(r,9,¢)

¢(Ta 193 <)0) = R(T)Yzm(ﬁa QD)
19,0 Ay

r20r Or 72

0 3} 1 0% 1 4

1
@) T Tsing 99> o9 sinlo 0p?  R2

L*Y,,, = B2l 4+ 1)Y,

2m r29r Or r2

2 A
o (g - 2%2) V)| AYi = EROM

139 ,0 R+

r € [0, 00)

27

Ende 18.05.2005
Anfang
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Sei R(r) = ur)

Ry W) )

)= T
2R (r) = ru/(r) — u(r)
(r2R'(r)) =/ (r) + ru" (r) — o/ (r)

2m

radiale Schrodingergleichung 2V (r) = v(r) $3E =¢

Ly B D) V), )
2
Y ) [ utr) = eutr)

vers(r)

Graph: 0 bis infty; x: r y:v(r); -e"2/r=v(r);bei x=0:-13.5¢V(1s: Grundzustand H-
Atom) sowie 1(14+1)/r"2 und summe der beiden. min: v_min: Kreisbahn

Fiir £ < 0 gibt es gebundene Zusténde (fiir v(r) = fé) falls [ drr? |R(r)|* < oo,
R(r) = “1) S5 drr?u(r)? <0

T

L? = LiLi, = €hmnEmPnerasiods
[fi,ﬁj] = ihé‘ij
0
— B2 y2 +r2p2
or

und verwenden von
3
Snip =l
Tp— =T—
oxy, or
k=1

19 ,0 L?
2 2 2

é pu— —h — — — —
p r2 Brr or  r2

Asymptotisches Verhalten: r " 0o, sei lim, ~oc v(r) =0

d2
= —Fu(r) =eu(r), Us(r)= e V™7 ...exponentieller Abfall
r

< d? +l(l+1)

dr? r2

+ 11(7’)) u(r) = eu(r)

7\, 0, sei lim,~_, (r?v(r)) =0

:>( @ +l(l+1))uo(7“)=0

dr2 r2
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Ansatz: u(r) = er

A = 1)rM2 = cl(l + 1)r 2

2
1 I+1
f:i:\/f—&-lQ—H—f \/ =
2
i/ dru’(r) < oo
0

allg Lsg: ug = ayr'™ + Byr=! B, = 0Vl > 1 Fiir [ = 0 wihlen wir Lsg: vo(r) = agr

Das Wasserstoffatom

h2 2
H:——A—i mit z =1

2m r

p2

N

Stabilitét:
=L _p(l
4-2m (Az)? T
L2 %
if — ,i + ﬁ
dL’ 4m2L3 ' L2
R 1 e? Pmi?
L = — — = _2
F(L) 8m L2 L h?2
_ _n
Lmin — 4Ami2?
Grofenordnungen:
o2 22 p 2
Rikl = mc~ = Iy —
ol
he 137
2
Ry - L_ he f = A
a mcZe2  mc
1 h h h?
Ae— = 5 — Bohr-Radius
a mce me
Energie:
P mc?
0.5 MeV
2\ 2 4
s (e _me
Ende 23.05.2005
2 Beginn

H-Atom, H = p—m - <=
24.05.2005
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g (YIHY)
w0 (U[0)

= (Grundzustandsenergie) — co

und weiter mit irgendetwas anderem

2 2
(Hy = ( 2\ _¢2 1 Zch2_€2l
2m r 2mly ly

i o (- #(2) -

aus der Unschérferelation = Stabilitdt des H-Atoms

Bsp einer Wellenfunktion, spdass obiges beliebig klein wird
R grof3, € klein

(%)~

R2
2

radiale Schwingungsgleichung

(2}2 (—;:2 T 1)) - l:) u(r) = Bu(r)
((—;; + l(l; ”) - f) ur) = —r2u(r)

Verhalten: u(r) &0 €, u(r) ~y—o ¥ 1!

Ansatz:

u(r) = e ""L(r)
u'(r) = e " (L' — kL)
u’'(r) = e " (=2rL' 4+ K L+ L")

u// _ <l(l+1) o g +/€2> e kT

r2

Laguerre-DGL

I(1+1)
7-2

B

L' — L—-2kL'+=L=0
r

30



o0 o0
L(r) = rlﬂg cnrnzg cprn it
n=0 n=0

= i "N I+ D) (1) =114 1)| = i Car" M 26(n 4+ 14 1) — ]

n=0 n24+n(2l4+1)=n(n+21+1) n=0

- Zc+1r [(n+1D)(n+20+2)] = car™ 26(n+1+1) - ]

C1

2f<;(n+l+1)—ﬁ N( 2K )

~ (2:‘1)”+1
e+ Dm+2a+2) \n+l RCES]
n+1

Tl(’l") — ZCT n,—KT o Z 2HT e T — 62/{7’71{7‘ ¢ L2

(n+1)!

Haben also keine Losung, da Reihe abbrechen muss

=2k(n+l+1)=4

—_——
N
N ist Hauptquantenzahl > 1
> n h* 32 1 A2 4m2et 1 me?
= — K = = —— — = —
2m 2m 4N? N28m ht 2N2 \ h2

haben hier ein diskretes Punktspektrum

N = n+l+1
n ... radiale Quantenzahl
I = 1,2,...

Grafik Energieniveaus (Orbitale)

2 1l+1) B
h = —— —
! dr? + 72 r

es fehlen in unserer Rechnung noch ein paar Kleinigkeiten: z.B. Elektron-Elektron-

Wechselwirkung
Algebraische Lésungsmethoden Beh.:

= Al A

mit




Adr = (dr r +2(l+1)> (dr r +2(l+1)>

d? d1 1d [+ 1)2 2
dz drr rdr r2 o A(l+1)2
\q/_/
po2
_ &+’ -0+ B 32 e R2
@ r? roagsE Tt A
Ende 24.05.2005
(sollte nichts am Anfang fehlen) Beginn
25.05.2005
H-Atom
a2 1(+1) B i 32 2m o
hy=—— . L [ — =g _“"p
! dr2 + r2 r 144 4([ + 1)27 6 K2 e, € B2
d 1+1 3

fqo_ (4 I+ B d 41 B
AlAl_( dr r +2(l+1)> (dr T +2(l+1))

:_d2 (H_l)(dl 1d>+(l+1)2_ﬁ

dr? drr rdr r2

_ L
2

jetzt fehlt was

Ak = ( ) A;

:< d2+ l+1+2(z+1) ﬁ)Al

dr? r
= ki1 4
A <kl + 2”2‘21)) = kA
T
k’lA;r = Aszl—l

Sei hytin,; = €, 1Un, = Atk Ung = €n 1 Aptin g = Ajtin < Un_1 141

ki1 Ay
N=n+I1l+1, E,; :fﬁ
N=2,3:...
3: 3s 2p
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2: 2p
Vi = BUGHD ¢

— 2m r2 T

k= AJ A — s > — s, Gleichheit & Ajugy = 0
1 1N~ 30502 £ T I eichhelt < Ajug,

d 1+1 8 -
:(dr_ r +2(l+1)>“°7l_0

__8
Losung: ug; = ¢! le 200"
B _me _ 1
2 - h2 B
2 4
2
S =M 5
I
B = me?

u1s(r) = wo,0(r) = corefé

B fooo drru?(r)

(r)s = “p
! Jo drui(r)
) = fooo drr?®rR3,(r)
Ls fooo drr2R2 (r)
Ende 25.05.2005
Anfang
d 41 1
PR S 30.05.2005

dr r rg(l+1)

(4, 47) _olt]

r

g
b= M

[+1
[4;, ] = [AlaAjAl} =2 ( ) Ay

r2

__Br__
Aluo,l =0 Uug,] = ClTH_l@ 2(1+1)

1
Ahy = (hl+2l+ >Al

7’2
[ ——
hit1

Alhpy = i Aj

Sei hluml = €n.lUn,

= hyp1Aiun, = Athjun, = €ng (Agun,)
~———

XUn+1,1+1
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hl+1un,l+1 = €n,l+1Un i+1

A;fhl-&-lun,l-&-l = thlTUn,lH = 6n,l+1A;un,l+1 = AlTun,zH X Up41.0

Br
Bsp: Gegeben: ug; gesucht: uy;_1 oc A;fﬂuo,l = (% —%—Fi) pitleT 209D =
20 + 1 1 1 R l
— — (+1) =~ t O(=
( " +B(2l+2(l+1))>r e untenr N\, 0(=)r

1 Knoten in (0,00)
4 Streuung

4.1 Streuung in einer Dimension
h? 42
(=g 7 + V1)) v0) = Ew(o)

Sei V(z) fel=ge 0()7 dz [V(2)| < oof™ dzz|V(z)| < 00, 3V)
Spektrum des s.o. Op H kann diskretes Punktspektrum haben und hat absolut

stetiges kontinuierliches Spektrum (beziiglich Lebesgue-Maf}) (# singulires stetig;
# in Atom-, Molekiilphysik (siehe B. Simon, M. Reed))

A=At

A= f,y AE(N) vs.

A=3 an|n)(n|
——

P
spA
1 e ;
— dze'*® = 5(k — k')
2 J_ o
Anfang
31.05.2005
4.1.1 Potentialstreuung D =1
V@) vle) = Bule), B0, V()T
_——— = —
o d x x x), , x

Suchen Losungen, die fiir x — £o0o zu Losungen der freien Schrodingergleichung
—%J‘l—;gp(nﬁ) = Fo(x) ,konvergieren* (3 zeitabhiingige Streutheorie (starke Kon-

vergenz von unitéiren Gruppen))
o(@) = a(k)e™ + B(k)e™

27.2
E:hk
2m

Randbedingungen:
’(/)(33‘) r—ooe eikz 4 R(k)e—ikm
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e** . ebene einfallende Welle

R(k) ... Reflexionskoeffizient

bzw.

() "= T (k)

T(k) ... Transmissionskoeffizient

(wenn nix reflektiert wird, haben wir Soliton-Welle)
Beispiel.

© 2m da?

( LU S )\5(33)) P(x) = Byp(x)

(b + a6e) ) 60) = o)

RB bei 2 = 0, lim, o (1/(¢) — ¥/(~#)) = A(0)

ek + R(k)e 1 <0
P(z) = ‘
T (k)eik® x>0

1+ R(k) = T(k)
kT (k) — ik(1 — R(k)) = AT(k)

—ik 4+ ikR(k) = (A — ik)(1 + R(k)) = A — ik + AR — ikR

A 21k
Bk =gp—x T =50">

folgendes hat Grosse weggeloscht...

j(x) =
IRI>+|T)? =1
Beispiel. I
(~452 + V@) ) v = Bw
2 Félle: sei

2

Vo > E. +%w — (Vo — B) — v(x) = a(k)e"™ + B(k)e—"
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kK2=Vy—E

|T(k‘)‘2 ~ eQma — e—2ay/(Vo—E)%

—— ~~
Durchlissigkeit ~Gamovfaktor

4 Randbedingungen:

2 bei x = —a und 2 beix = a

4.1.2 Streuung im D =3

(kugelsymmetrisches Potential)

nicht vergessen: dQ2 = d cos fdy

k ... TImpuls des gestreuten Teilchen /der gestreuten Welle

gestreute Welle ist fiir ausreichend grofie r» Kugelwelle

(-3m8+ V) vl) = E_v(e)

E
~—~
h2K2

2m

(A+E%) p(z) = %)\V(T)lﬁ(l‘) + Randbedingungen
—_—
p(x)
Bemerkung.
~Au(a) = p(a)
Pyp(y)
ulw) = / A |z — y|

~u(e) = [ Y (~apty) =o)

—A, Go(x —y) = 6% (x — y)
————

1
dm|e—y|

1
A = 4nd ()
||

brauchen Greenfunktion: (-A - k) G(z) = 6°(x)

36

Ende 31.05.2005
Anfang

01.06.2005



Behauptung.

el\ka| elkr

- 47 || = dmr

Beweis. r # 0 z.z.

a)
(—A - k:z) G(lz]) =0
10 9 o ) eikr - 1 0 5 (. eik:r eik:r 2eik7‘
(‘raaﬁar"f) T e o) TR
L0 . ikr 2eikr
= ng(lkre —e )—k: "
Lo ke g2 ke ikr g€
:—T—Q(lkze — k“re’™ —ike )—k: =0
P | (-A - k) e (z) = li Pz (z)g(x)
|Az|<e ’ trr ) ST fpgee T
ikr
Greenformel: ili% Al a>f (VZW )g(f’:) = ¢(0)
- d3kelkr 3k .
2 _ ikx
(_A_q)/ (2n)° G(k)_/(%)?’e
Bk - ~
:/(2w)3ek (k* - q*) G(k)
dgk ikx
/(277)3e

Gesucht: Lésung von (—A — ¢?) G(x) = 6°(x)

Ansatz:

3 - - .
G(x) = / ((;W];Seikw(}(k) - G(k) = /d?’we_‘sz(w)

N p—

2 + Losung der homogenen Gleichung
—q

2m 3 ei|k||m7y|

ikx
= = — - -
Y(x) =e Amh? y |z — y|

V(ly)v(y) Lippmann-Schwinger-Gleichung

Der linke Term ist dabei Losung von (—A + kz) ek =0
Die Lippmann-Schwinger-Gleichung ist von der Gestalt

¥(x)

¢hom + A / dy ker(a:, y)w(y)

= z/}hom+>\/dyker(x7y) <whom(y)+>\/dzkef(yvz)¢(z)>

hom + A / dy ker(z, ) nom(y) + N> / dyker(z, y) / dz ker(y, 2)6(2)

O(2)
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AV(r)=——
()=
Né#herung: 1. Term der Born-Reihe
2m\ [ d3yelklz—vl ; |z—so0| ; elk®
B Bkx ikx 2 ikx
= — \%4 O (A —f(0
vi@) = et~ o [ ST (et + 0 (02) "= e S o
wo f(#) Streuamplitude
O
Ende 01.06.2005
Streuung: Schrodingergl + RB = Integralgl. Anfang
06.06.2005
1. Born-Ndherung
Ty

T

'(/Jk (33) — eikw

| |
3,k | —Y .

R 4rm |z — vy
Vi (@)

s |z|—o00 2m A eikr ikr—ik( Z-
vie) " IR ST [asyee ik u)y gy

ik
e fiB)

| =r

Il

8
S
+

<
™

|
[\)

8

<

|z — y|

= r(1-(5) Lroim) =r- 22 s o (1)
m:1+%+0(f2)

2m A elfr i
20 =T o [ @ (y)
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WO

g=k—-k
K =kZ
T
K] =

P =q"=(k—k)> =k + k> — 2Kk cos?
= 2k%* (1 — cos¥)
—_———

in3 2
2sin” 3

= 2k i -
q sin 5

df =r3di
q =Impulsiibertragung
1 =Streuwinkel (im Ruhsystem des Targets)
16st Schrgl. zur Energie £ = %kzz
Randbed:
dn() T ke p(w)

~—

Streuamplitude

(Interferenzterm wird ausgeblendet)

Teilchendichte . Fliche . Geschwindigkeit=# der Teilchen die pro Sekunde durch
die Fléache durchtreten

k| = 1T /Vol

Jein = g (Vint Videin = Yeint VYG,) = B = 2 =

. h

G = 25 (it Vibus — s FV05) = — [[5(0)[°
e

r

v
Yaus=7# der Teilchen pro Sekunde, die in den Raumwinkel d€) gestreut werden

_ #aus do __ 2
do = #ein édigl7|f|
daf

1B 2~
21”7240 ja0

dQ+# Teilchen die pro
fng—g = oot (Fléche)
95 =1
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de = |f(0))?

2m A ..
120 =~ T35 [ @)

2m A m
= hQ—/ dyy/ dcp/ dze'?%*V (g

om A / ety _ iy
== dyy2r——
h? 4r ), iqy

° sin qy
ZHQA/ dyy . Vi(y)

mit g -y = |q| [y| cos I=qyz
27T dQ = sinddddp = —dcosdp
z

Streuung, Streuamplitude

|[z| =00 ke e”‘"
Yr(x) — e +Tf(19)
——
Kugelwelle

= /)P
q* = ¢* = 2k* — 2kk’ = 2k*(1 — cos ¥) = 2ksin §
E — h2K® _ h2k?

2m ~ 2m

1. Born Niherung:

> sinyqV(y)
) = )\ dyy ———>=
f(9) hg w—
2
L. - fir0<r<rpg
Beispiel. A\V(r) = "B
0 sonst,

2me/ dyy sin yq

q\02me/3d yq 2m e? r,

h2 B

h27’B3

2
=_r
3"B

Streuquerschnitt wird fiir kleine Energien isotrop

Im Bsp:
0 ) g
dQ T g
2 2 2.2 2
_ 2 h _ _h h
e? =mc-, T Wewz ezf meZ!'B = o2
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Anfang
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—ur

Bsp: Yukawapotential AV (r) = —g°*-

2m Ood el¥e [ elva _ o—iyg
) Yy 21

Com 1 1 1
T 2% \u—iq u+ig

2iq
n2+q?

f(9)

_ 2mg
h?(u* + ¢%)
= pu=0;g— +e?

Streuung am Coulombpotential (Rutherford)
¢ = 4k?sin® §
22 dye= = L falls Rea > 0 [ dyeiv(7+ie) —

d - 2 - 224 2 4 - Zz 4
ﬁ =[fW)I" = 16h2k‘1nsir?4 2 7 16E2 s?n4 2

1
(—1)(g+ie)

Bemerkung. 1. Diff. Streuquerschnitt ist unabhéngig von % (klassisch identisch)

2. divergiert fiir ¥ = ©(nicht messbar ;3 immer Abschirmung) = oot = [ ng—g2 =
oo(Infrarotproblem der QED)
(Teilchentrajektorien werden nie gerade Linien) 3 logarithmische Modifikatio-

nen

3. Coulomb-Lippmann-Schwinger l6sbar
exakte Losung fiir | f(0)| ist gleich|f'#(9)| (obwohl Born’sche Néherung)

4. Coulombpotential ist langreichweitig fiir r — co(rV(r)) # 0
(weitentfernte Teilchen “spiiren” noch das Potential) Streuung Elektronen am
Kern; Rutherford deduzierte Atomstruktur

5) Spin — Statistik — Periodensystem

2
Neutrale Atome: H =7, (3% — 22) + ¥, ey Ende 07.06.2005
5) Spin-Statistik (Periodensystem) Beginn
08.06.2005

Stern-Gerlach Versuch: Elektronenstrahl durch Magnetfeld gestreut

AFE=—-pB = —p.B,

0B,
0z

= Kraft = +pu, +0

Kopplung an Magnetfeld: Zeeman-Effekt
Atome mit Z ungerade geben gerade H von 77 = Drehimpulsoperator

Lorentzkraft: F' = eE + v, R
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mu e
=—+-vA-V
L > L (x)

statisch: B = rot A
A— A +VW(x)
Vektorpotential nicht eindeutig

Hamiltonfunktion:

—_cA 2 2
o P P e a s ap)
2mc?

2m T 2m 2me

A2

Minimalsubstitution: p — p — €A

0
konstantes Magnetfeld: B = 0
B
Y
wéhlen Eichung: A = —g —x
0

04, __B %*Jrﬁ = rot 0

Oy 2’ Ox 2
+B
2 2 2
p € B 2 2
-2 _ _° . =
2m  2me 2mc? 4( +y)

B B
Ap = 5 (ypz — xpy) = +Lag

diamagnetisches Term ist sehr klein und wird daher vernachldssigt = Lamdan-

Hamiltonoperator

H-Atom im Magnetfeld:

daraus folgt Aufspaltung der im H-Atom entarteten Energieniveaus (Zeeman-Effekt)

1=2 B#0: (AE,) = 5% (nlm| L. |nlin) B = — (322) mB

spinlos " 2me 2me

eh

... Bohr’sches Magneton
2me

magnetisches Moment

e

e ,p,n,...Spin %: B=g5—8

«

-9
g +(27T

+ O(a?)) ... gyromagnetisches Verhiltnis
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2 aus Dirac-Gleichung (und die Antiteilchen auch)
5 von Schwinger
Spin-Matrizen:

h

8250'

oy

I

%)

a.

»

e

0

+

=

>

Il
/N
S =
~— Y

Il

=

=

=

~

I
/N
_= O
~_—

I

ey

-~

30
o’=3=0l40,+ol=1+1+1= ( 0 3)

erfiillt Drehimpulsalgebra: [s;, s,] = ihs, im C? : ( g ), 2h21 = L? =

o O
o N O
N OO

L=L+S=J

falls L und S jedes fiir sich eine SU(2)-Algebra erfiillen, erfiillt auch J SU(2)-
Algebra

V reine Zustand iiber C? heifit ein q-Bit: |¢) (¢] Ende 08.06.2005
Beginn
4.1.3 Spin 1/2 Teilchen: e, p, n,... 13.06.2005

hier fehlt furchtbar viel

Wiéhlen Basis in C?: |1) = < 1 ) L) = (
Zustand Py = |T) (| = ( (1) 8 )

10 o o}

0 0 B 0

0 0
Zustand P = |]) (|| = ( 0 1 )

gemischter Zustand:

o 0
aPi+(1—-a)P = 0 (1-a) ) 0<axl
-«

Allgemeinste 2-dimensionale Dichtematrix:
0<p, Trp=1
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1 1 —1 1
p=2 +7.13 ny —1ng —-(1+n o)
2\ ni+ing 1—ng 2

man betrachte dazu einfach explizite Berechnung von RS
0 < p <1, beide EW miissen positiv sein, d.h. Trp positiv und det p > 0

detp=1(14n3)(1—n3)— (1 —in2) (n1 +ing) =3 (1—n —n?—n3) >0

=|n|<1

nennt man Blochsphére

Alle reinen Zusténde: ein EW = 1, anderer EW = 0 ist dquivalent zu det p = 0 <
In| =1

d.h. n ist auf der S?

0
Geg.: p € U unitir = UpU't = N
0 (1-a)

Observable: 2x2 hermitesche Matrizen Geg.: Zustand p, Observable A

Erwartungswert im Zustand p A zu messen: TrpA = (4),

A=l+a- o, ap,a; €R

Vreine Zustinde = 1 Q-Bit

Vgemischten Zustéinde = noisy Q-Bit

N-QBits reiner Zustand iiber C? @ ... ® C?

CleC?=C*

(GG

Basis:

KLy

Kl ® L1 . K2L2
K2 L2 K1L2

KyLy
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Matrizen: S1 + S =8 = % (o1 +092) = g (011 + 1R 09)
unitdre Transformationen von N-QBits heiflen Quantum Gates

Menge von Quantum Gates entspricht Rechnen des Quantencomputers (2 x 2V

Matrizen)

4.1.4 2 Spins in C2 C? =C*

Tensorprodukt: H; ® Ha: wihlt ONS in H; & Ha
~— =~
€i fi

bilden formales Produkt (77) e; ® f; wihlt dies als Basis, linear ausdehnen, vervoll-

standigen

Ay Bpju; @ v; = Ay By juiv;

(A®B) (u®v) =Au® Bv
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Beginn
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Gesamtspin:

| St

S§=81485=81®1+11®8 =< (01 x1+1 ®02)

St =
S_:

h
SZ:ST+S§:§(O'1®]_2+]_1®O-2)

= Ajj Briujve = Aijui Brv, = ( 321 jb12 )

A 3
( ® B)'leke AijB21 AijB22
Beispiel.
1 0 0
10 10 0 -1
Uf®12:< >®< )Z
0 -1 0 1 L0
0
0 -1
1
0
10 1 0 0
0 1 0 -1 -1 0
0
0 -1
2
Z_h 0
=3 0
2
Basis in C*:
N
Trlplett.\/i(|”>+|”>)
Singlett: —— (|11) — |11))
glett: —5
h
ST = 52 I17)
. 1
S (|Tl>+|lT>)E=0
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1

V2

SE(TH) =11) —= =0
S*[L) = =h|Ll)

5°111) = (55 + S 11 = (3 + 3) 1)

SN =Ms(s+1)N=| ST+ 85 +2 51885, 11
— —~~ —
3h2 3R? SfS; +S7 S +5i8;
2 1 2 (3,31
S 1+ 1) 5 =1 s 1)+ = (3 3+ ) i

S?|11) =2r*|L])

L2 [i,m) = RI(1+ 1) |L,m)

512 ﬁ2

0) (3) — pi+3) g pli-3)
D @D(z) = pli+z) g pli-2

(20141)x (21+1) 2x2 Cc2li+2 c2l
Dimensionen stimmmen schon mal (kein Beweis, aber schon recht nett) Ende 14.06.2005
Anfang
Bemerkung.
Li+ls 15.06.2005

p) (l2) — )

pled= @ P

(2141)  (2+1)  I=lli—l2]

(0. Bew) Clebsch-Gordon-Reihe

p(3) g p(3) = DO g PO

Unitére Transformationen im Hilbertraum H = £2(R3, d%x)

Translation: ¥ (x), x — x' = x + a (3par-Gruppe) ¢’ (x)
Wahrscheinlichkeit:

fordern|y/(2')|* = ¢ (@)

wéhlen: ¢/ (x') = ¢(x) = (2’ — a)(Phasenwahl)
Darstellung: ¢'(x) = ¢¥(x — a)

47



Behauptung. Der Impulsoperator ist der infinitesimale Erzeuger der Translatio-

nen
¥(w) = em2P(x) = (V) (x) = T, Sv()
U Ul =UlUq =1~ (1 — ;ap)i(x)

Y'(x) — Y(x) = —aVi(x) inf. Erzeuger Nabla
Unitdre Gruppe: Ug,Ua, = Ua, +a,

Drehimpuls: £ — =’ = Rz

Beispiel. Drehung um z-Achse z = RY

i ij i
cosa —sina 0
Rij =] sina cosa 0
0 0 1

[¢(&)] = |4 ()|

Wihlen Phase.

¥'(z) = y(R™ ')

Beispiel. ¢/ (x) = e~ 22"l (x)

z-Richtung;:

V(@) = eteby@) = (1-tal (28 —y2)) vl@) = v(@) - ardu(z) +
ay ;v (@)

x’ cosa —sina 0 T cos ax — sin ay
y | =] sina cosa 0 y | = | sinax+ cosay
2! 0 0 1 z z
. -1 0 0
Inf. Entwickliung von ¢ (R~ 'x) = Y (z—ay, ax+y, 2) ~ ¥(z,y, ) —aya—d} + aa—zb
i Y
(aLzo)()
xxx.uni-augsburg.de
gspires/slac
Bogdanov/Sokal Ende 15.06.2005
22.06.2005:  kei-
He: 2 2 2 2 2
H(€)_&_Zi Py Ze R ne VO wg. Test
2m 2m 7 |z — @2 Anfang
27.06.2005
1 1
En mi,n mo — E 22
1,l1,m1,m2,l2,m2 H ((nl +1 +1)2 + (n2 +l2+1)2)

—13.5eV

a) E(e) ist monoton steigend
b) H(e) ist linear in € = E(e) ist konkav

~ e:2- = Pot. gesehen von @1 (-Z + 6)%

2
. e
c¢) Sei x; grofl €Tar =z o1]

=-Alle neutralen Atome haben unendlich viele Bindungszusténde.

Fiir e = 1 und Z =1 Elektron sieht kurzreichweitiges Potential
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= 31 Bindungszustand von H~ natiirlicher Paritét(S) (Sternatmosphiire)
(3'3 Bindungszusténde von H~ unnatiirlicher Paritét(P)

OIV10) = ¢ [ d [ d'ygd, (@), () gy = 3¢

Ene < Ey (22*-32)

| 2=2
Storungsreihe: H = Hy + ev; Vor: keine Entartung

Hon)©® = E, [n)®

(Ho +ev) [ 00O +10)V .. | = (Eéo) +eBY +EP +. ) <|0>(°) +10)® 4. )
Sei <(0[0)° =1="<(0]0)) = <(0]0)" =0,...°(0]0)V
0. Ordnung: Hy \O>(O) = E(()O) |0>(0)
1. Ordnung: Hy [0)" + 1V [0)© = E? |0y + EM 10)©, B =© (0] v |0y
© (0] Ho [0)V + @ (0]V[0)? = @ (0]0)V ES” + EFY © (0]0)®
—

1

2.0: Hy|0)® + v 0) = B 10)® + BV 10)© + EP 10)©
o o))+ o)) =

1
= B = © o|v|o)M

(0) (0)
Beh: [0YV) = — 1) O n] 51 (0)
| > Zn;éo ET(LO)_E((JO) | >

(Ho - E(()l)) ‘0>(1) _ (—V-l-E(gl)) ‘0>(1)
~—_—

S oo (B =EL) In (nl
(kleine Teile fehlen)
H

2

) + Zi<j |mie—mj

CN N p?
neutrale Atome: N=7 H = ijl (ﬁ —
Thm: Sei H = —A — 1 4+ V(r)

Ze?
L)

Fiir V = 0 gibt es Entartung und Niveaus E,, ; = Ep_1 141

(Thm: AV(r) >< 0= En; >< En_1,4+1

Anwendung: Einteilchenbild

(A - 2752 + fd?’y‘;(_m;‘) Y(x) = BEY(x), p(z) =Y [¢(z,zi, )2 dP2y 222
28.06.

wissen schon:

N p2 N 2 N 1
Hyz =) -+ — C4e?y ——
’ ZQW Z\mﬂ Zlmi—wjl
J J 1<J
dazu kommt noch:
e Beriicksichtigung des Spins & Pauliprinzip
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e relativistische Korrekturen
e Spin-Bahn-Kopplung
e Feinstruktur:
— U‘L%
— 00 - Spin-Bahn-Kopplung
e elektrische Felder

e magnetische Felder

Kann dann Bearbeiten:

2

e (11 -0 ()

2m2c? c

verwende da aber besser gleich Dirac-Gleichung oder iiberhaupt relativistische Feld-

gleichungen

mit Spin (aber ohne relativistische Korr.) komme ich zu Pauli-Gleichung

2
HPauli = Z (G] (p12;?l€A])) +V ( . )

J

kann auch Molekiile basteln, indem ich einfach Gleichungen zweier Atome addiere

(und schaue, was passiert)

damit Vorstellungen wie Van-der-Waals-Kraft unnétig (aber PDGL-Systeme sehr

kompliziert)

5 Abschlussbemerkungen

Ein Formalismus ist noch keine “Theorie”, es Bedarf einer Interpretation

Schrodinger Wellenfunktion ist nicht messbar

QM widerspricht klassischem Determinismus: was heifit das?

Bem.: )
SOL= 111 @)@ (@-b)| 11— 1) =a b=cos(a—p)
gibt es Hidden-Variables? wurde heif§ diskutiert von Neumann, Bohxrﬂ Bell (1966)

Beweis, dass QM tatséchlich anders als KM aus

Clausner-Horn-Shimoni-Holt- Ungleichung

6sehr kurios, Bohm’sche Quantenmechanik vereinigt QM mit klassischer Trajektorie so, dass
Ergebnisse der QM herauskommen
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Seien &;(A) und n;(A) stochastische Variable, 7,5 = 1,2

By = Blgems) = [ do& (i)
LM< I <1

Beh.:
|E11 — Era| + |E21 + E22| <2

Ey—Epp= /dp (Eim) (M £ &amz) — [&im2 | 1 £ 52\77;

*

|Ev1 — Era] <2+ (Eag + Eo1)

* falls 2] <24y =zl + |yl <2
daher gilt das vorige

liegt so eine Verteilung vor, dann gilt in der QM

|cos (a1 — B1) — cos (a1 — B2)| + |cos (g — B1) — cos (ag — (2)] < 2

wiéhlen Q) = %7 51 = %7 Qo = 07 ﬁQ = _%

damit:

cos (g — B1) —cos (a1 — B2)| + |cos (e — B1) + cos (ag — Ba)| < 2

V2 V2 V2 V2
2 ) 2 2

Annahme: Linearitdt des Erwartungswerts

es gibt also keine Hidden-Variables

Interpretation:
Einstein-Schrodinger: “Gott wiirfelt nicht”, Katze, ERP

Heisenberg-Bohr: nur beobachtbare Groflen, Kopenhagener Interpretation, Mes-
sung: Beobachter stort, Unschérfe - verborgene Parameter?, Wellenpaket wird re-

duziert

weitere lustige Fragen: reduktion des Wellenpakets im Gehirn?, Wellenfunktion des

Universums

Interpretation von Everett & Wheeler: Many-Worlds-Theory

2 Grundpfeiler der modernen Physik:

e relativistische QM (Quantenfeldtheorie): Materie
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e allgemeine Relativitdtstheorie: Raum-Zeit

und beide widersprechen einander

52



	Einleitung
	Überblick
	Geschichte
	Strahlungsformel
	Welle-Teilchen Dualismus
	Comptoneffekt
	Übergang zur Quantisierung
	Materie-Welle

	Die Schrödingergleichung
	einige Wellengleichungen

	Die dreidimensionale Schrödingergleichung: Radialsymmetrische Potentiale
	Streuung
	Streuung in einer Dimension
	Potentialstreuung D=1
	Streuung im D=3
	Spin 1/2 Teilchen: e, p, n,...
	2 Spins in C2C2C4


	Abschlussbemerkungen

