Kapitel 5

Partielle Differentialgleichungen 2.
Ordnung im R’

Mehrere Variable x1, o, ..., zy; eine unbekannte Funktion y(z1,x2,. .. z):
oy 0%y
Pz, , ,...] =0
<IZ 4 Ox;" 010

5.1 Einleitung

In der folgenden Ubersicht ist & € R?

Statische PDG (zeitunabhéngig)

Laplace-Gleichung  A¢(x) =0
Poisson-Gleichung  A¢(x) = —4mp(x)
Schwingungsgleichung (A + A)¢(x) =0

Evolutionsgleichungen (beschreiben zeitliche Entwicklung)

Wirmeleitungsgleichung (gt — A) o(t,x) =0

Schrodinger-Gleichung <z§t +A - V(m)) o(t,x) =0

2

Wellengleichung < %

- A) p(t,x) =0

In Analogie zur Klassifikation quadratischer Formen bezeichnet man Differentialoperatoren der Form

P2 S 02 0 ., 0
D:aoﬁ—’—;aiaixf—’—bo&_'_;bi%+C(t’m)



(wo a;, b; Konstante) als

o entweder: ag = by =0, a;=1 2,3 gleiches Vorzeichen
elliptisch
oder: ao und a; gleiches Vorzeichen

parabolisch a9 =0, by # 0, a;=1,2,3 gleiches Vorzeichen

hyperbolisch ag > 0, a;=1,23 <0

Es sind:
e clliptisch: Laplace-, Poisson- und Schwingungssleichung
e parabolisch: Wérmeleitungs- und Schrédingergleichung, Fokker-Planck-Gleichung

e hyperbolisch: Wellengleichung

5.2 Laplace-Gleichung

5.2.1 Randwertproblem, Eindeutigkeit der Losung

Suchen Losung ¢ der Laplace-Gleichung A¢ = 0 im Gebiet V' C R3. Je nach Randbedingung (Vorgabe
von Werten auf der Oberfliche) heifit das Problem:

¢ ... Dirichlet-Problem

V¢n ... Neumann-Problem

(Im zweiten Fall bezeichnet n den nach auen gerichteter Normalenvektor von O)

Um die Eindeutigkeit der Losung in beiden Fillen zu zeigen, bendtigen wir die Green’schen Sdtze. Dazu

beginnen wir beim Satz von Gauss:
/ VA(z)d®z = / A(x)ndo
1% o
und setzen

A = ¢V
VA = (V¢)(VY)+ oAy

1. Green’scher Satz

/ (Vo) - (VY) + oAy &’z = / [0V pndo]
\%4 o

2. Green’scher Satz (durch Substition von ¢ « 1 und Subtraktion von der urspriinglichen Gleichung)
| losv—vadda = [ [6v0 - Ve

Eindeutigkeit der Losung der Laplace-Gleichung Es seien ¢, ¢2 zwei Losungen in V', sodass

A¢1:O A¢2:0



1. Dirichlet-Randbedingungen
Auf der Oberflache O von V sind die Werte vorgegeben:

b1 = 92
Sel u = ¢2 — 1
Au=0 inV
u=0 aufO

1. Green’scher Satz ¢ = ¢ =u

/V [(Vu)? + uAu] d®z = /O u(Vu)ndo

/V (Vu)?d*z =0

da geméf VoraussetzungAw in V und u auf der Oberfliche verschwindet. Daraus folgt weiter Vu = 0
und damit u = const in V, und, dau=0auf O CV,u=0in V bzw.

1= @2

2. Neumann-Randbedingungen

Diesmal gilt auf der Oberfliche O und, wiederum mit u = ¢ — ¢

(Voi)n = (Vg2)n
Au=0 inV
(Vu)yn =0 auf O

/V [(Vu)? + uAu] d®z = / uw(Vu)ndo

16)
Vu=0

Also ist wiederum u = const in V; aber (Vu)n = 0 liefert keine weitere Einschrinkung, daher ist

Eindeutigkeit nur bis auf eine Konstante gegeben:

¢o = ¢1 + const

Wir besprechen im folgenden einige Ansétze zur Losung der Laplace-Gleichung; wenn ein Dirichlet- oder

Neumann-Problem l6sbar ist, wissen wir, dass wir die eindeutige Losung erhalten haben!
5.2.2 Fundamentallésung der Laplace-Gleichung
So heifit die radialsymmetrische Losung im R\{0}, ¢(x) = ¢(r)

A¢p = L d (r2£¢(r)) =0

r2dr



d
rzaqﬁ = const
d const
E‘b 2
_ ot
o(r) = , +c2
Beispiel. ¢ auf Kugelschale vorgegeben
o(R1) = &
o(R2) = ¢o
-4
(bl - Rl + c2
I
¢ = R +c2
¢1— ¢ 1 1
()2 + % c T
iR N2
Wir verallgemeinern die Fundamentallosung;:
¢(w) - |m_$/| +C2

ist ebenfalls Losung der Laplace-Gleichung fiir © # ', wo =’ € R? fix vorgegeben.

Beweis.
A =ViV
1 1 : 1
o ~ = VI— VE@' —a") = VE— sk
|x w| |y| y=x—x’ |y‘ y=x—x’

_ % 1

Y |y| y=x—x’
A 1 1

T "K|33—33/| y|y| S

5.2.3 Produktansatz in Polarkoordinaten

Falls Randbedingungen fiir ¢ auf Kugeloberflache vorliegt, ist Wahl von Polarkoordinaten giinstig

o = o(r,J,¢)
_ 10 (.00 L 0 (g2, _L ¢ _
A = r2 or (7’ 87") t o o0 (blnﬁ&?) * r2sin? 9 0%2p 0



5.2.3.1 Produktansatz

o(r,d,0) = R(r)O0)®(p)
2

1 1 ' 1 r
d— 2 pry/ P ind ! q)// —
) TQ(T R+ R 77‘25in19(sm o) +R67r281n219 0 763
1 2 pry/ 1 : n " 1.2
— Y — = ¥
R(r R’) Jr@sinﬁ(sm o) +<I>sin219 0 |sin
1 1
Asin? 9 + 5 sind(sin¥@’)’ + 6@” = 0
Dabei haben wir A\ = £ (r?R’)’ gesetzt; weiters = —g®”. Zu losen sind daher
@//
= 1
s - (5.1)
ind
51(1; (sin¥@') 4+ Asin® 9 = p (5.2)
1
E(T2R/)I =A (5.3)
Zunichst zu Gl. (5.1)):
" 4 u® =0

B(p) = VI
Wir verlangen Periodizit: ®(¢ + 27) = ®(y), daraus folgt /i =m € Z.
D(p) =e™? m=0,+1, £2,...

Nun setzen wir g = m? in die Differentialgleichung fiir © l} ein und multiplizieren mit %:

1 d .92 1 de m2 B
sind dd (sm ﬂsinﬂdz?) + (A_ sin219> ©=0

Wir setzen cost = x

0(9) = O(x)
1 d () = 1 dz dC:)(x)__dC:)(x)
sin ¢ do T ging  d¢ dz dx
-~
—sin

Vgl. Differentialgleichung Assoziierte Legendre-Polynome (77)

m2
(1—2®)P) + (l(l +1) — - m2> P"=0



Endlichkeit bei = +1 gefordert, daher A = (I 4+ 1) und

©(9) = P"(cos V)

Zuletzt: A =(I + 1) in radiale Gleichung (5.3 einsetzen

(r’R) =11+ 1)R=0
?R"+2rR —1(1+1)R=0

Ansatz:
R(r) =r“
[ala —1) +2a =1l +1D)]r* =0
=0
a“+a—-Il(l+1)=0
o] = l
Qo = -1—-1
und somit
R "
m=1",

Wir fassen die winkelabhéingigen Losungen zu Kugelfunktionen Y;™ (9, ¢) (vgl. Abschnitt ??) zusammen.

Damit lautet die Losung der Laplace-Gleichung:

[e%S) l

(r,9,¢) Z Z {al Y, (9, o) — b" li—l (9, ) (5.4)

=0 m=—1
Beispiel. | =m = 0: Y = const
a* =b" =0 wenn(l,m) # (0,0)
Fundamentallosung:

<l5=01+i2
r

5.2.3.2 Randbedingung

auf Oberfliche der Kugel mit Radius R:

¢(R7 7, 90) = V(ﬁ’ 90)



e Interessiert man sich fiir Losungen innerhalb der Kugel, so darf die Losung nicht bei » = 0 singulér
werden = b" =0

o Ist die Losung auflerhalb der Kugel gesucht, darf sie nicht in co divergieren = a;" =0

Wenn z.B. Losung innerhalb der Kugel gesucht ist:

[’} l

=> > a"RY" (9, ¢)

=0 m=—1

Gesucht: a]™; mit Gl (?7?)

, 1 2m ™ ,
apy = ﬁ/ d<p/ dIsindY*)" (9, 0) - V (9, )
0 0

Bemerkung. Die verallgemeinerte Fundamentallosung ﬁ ist auch in der Separationslosung 1) ent-
halten:

Zur Erinnerung: « = x(r, 9, ¢), ' = (R, 0, ¢); Entwicklung nach Gl. (??) und Gl (?7?)

Y0, )Y (0.0) 4 T

! a"rty;™ (9, @) r<R

:i LR (5.5)

1=0 m=—1 bfnﬁyzmwﬁﬂ) r>R

wobei wir in der letzen Zeile Y*]" (6, ¢) in den Koeffizienten zusammengefasst haben, da ' und damit ¢

und ¢ konstant sind.

5.2.4 Produktansatz in Zylinderkoordinaten

T4 = pcosy
To = psing
r3 = Z

Falls Randbedingung fiir ¢ auf Zylinderflache vorliegt, ist Verwendung von Zylinderkoordinaten vorteil-
halt.

9 19 1 92 0?

T2 T pdp  Popr o2



5.2.4.1 Produktansatz (fiir innere Lésung)

B(p, p,2) = P(p)®(p)Z(2)

1 1
Z(P" + ~P') + PZ—®" + P®Z" =0
p p

1 1 11 1
. P// 7P/ 77(1)// 7z//:0
P( +,0 )+p2<1> +Z
2
14 v 1, 2 2 1_,
——(P -P k —o" =0
P( +P )-‘r P +<I)
Diesmal ist
1
k2:7Z//
A
1
v=—=0" <0

P
2 1 1
—%(P/’+;P')+k2p2+6®”:0

und damit fir Gl. (5.6))

7' —k*Z=0
2172 _ e:tkz
cosh kz

und damit sind auch die Linearkombinationen Z4 = = (e e ") =
(und damit sind h die Li kombinati Z ;(’”:I: kz)
sowie fiir Gl. (5.7)) (vgl. GL

d = eFiVVY

d = el"w

unter Voraussetzung der Periodizitdt, mit v = n?, n = 0,4+1,42,...

sinh kz

Die radiale Gleichung 1) multiplizieren wir mit pz% und setzen im néchsten Schritt kp = = und

P(p) = P(z) (und daher %%ﬁ)p) = %):

1d?P 11dP n?
—— -~ 4 (1-—=)P=0
k?dp”pk?dﬁ( p )
d?P(x) 1d 4 n?

__p 1—
dz? +9:dx (@) +

Dies ist eine Bessel’sche DGL, daher:

P(p) = P(kp) = Ju(kp)

Bemerkung. J,(kp) < innere Losung, bei p = 0 endlich



5.2.4.2 Lo6sung des RWP

o(p,p,0) =0 = Z(z)=sinhkz
o(L,p,2) =0 = Ju(k)=0

mit k = kp,n, den Nullstellen der J, und m =1,2,3,...

also

o(p,p,2) = Z Z In(knmp) - sinh(kpmz) + (@nm Sinne + by, cosne)

n=0m=1

schlieflich

&0, 0, L) =V(p, ) = D> Jn(knmp) - sinh(knmL) - (anm SN0 + by cos np)

n=0m=1

und durch Multiplikation/Integration mit fo% desinly - fol Ji(kyrp) pdp und mit der Orthogonalitétsrela-
tion L
1
/ Jl(klmP)Jl(klnp)PdP = 56'mn (Jll(kl'm))Q
0

folgen die a;;» und analog die b mit fozﬂ coslpdyp. ..

5.2.5 Produktansatz in kartesischen Koordinaten

Wenn die Randbedingung auf Quaderoberfliche vorliegt, sind kartesische Koordinaten vorteilhaft.

5.2.5.1 Produktansatz

Wir dividieren die Laplace-Gleichung durch XY Z:

X// Y// Z//
Z 4 4+ Z
X + Y + Z
Wir setzen und erhalten:
X/I YII ZI/
2 A 2__ Y 2 2_ %4
o= - Ié] v a’+ 0 7
X = e:l:iom: Y = e:I:iﬁy 7 — e:l:\/a2+ﬁ2z

5.2.5.2 Randbedingung

r=0,1 X =sinnmzr «, =n7
¢=0bei Sy=0,1 Y =sinmry B, =mnr

z=0 Z = sinhmvn2 +m?2z



oo

= Anm sin(nmz) sin(mmy) sinh mv/n? + m2z
b= 3 (nz) sin(mmy) sinh 7/

n,m=1
oo
z=1: V(zr,y)= Z Anm sin(nrz) sin(mry) sinh mv/n? + m?
n,m=1

Wieder erhalten wir durch Multiplikation/Integration mit fol sin krzx dx - fol sinlwy dy und Anwendung

der Orthogonalitidtsbedingungen die Koeffizienten ay;.

5.3 Poisson-Gleichung

Ap(x) = —dmp(x) x €R3

In der Elektrodynamik hei8t ¢(x) Potential (an der Stelle ) einer Ladungsverteilung, die durch die
Ladungsdichte p(x) beschrieben wird.

5.3.1 Randwertprobleme und Eindeutigkeit

Genauso wie bei Laplace-Gleichung

A¢1 = —47Tp
Agy = —Amp
u = ¢
Au = 0
5.3.2 Green-Funktion
Wir wissen (77): A (—42-) = 6% bzw.
11 e
> waer) - e
e 1
_ 3,/ /
o@) = [ e

Offensichtlich ist —— Potential (an der Stelle ) einer in 2’ befindlichen, punktférmigen Einheitsladung.

e

L
|z — ']

— . 3(p — o’
d.h. p(x) = 1 0°(x—x')

Einheitsladung Punktférmig in @’

—4783(x — x')

Bemerkung. Fiir festes o’ ist

11m ——7 =
|| — 00 |£B — $/‘

10



fir p(x) € S erfillt ¢p(x) die Dirichlet-Bedingung

lim ¢(x) =0

|| —o0

Wie kann allgemeinere Dirichlet-Randbedingung beriicksichtigt werden?

5.3.3 Dirichlet-Green-Funktion

Die Green-Funktion der Poissongleichung ist nicht eindeutig, da immer eine beliebige Losung der Laplace-
Gleichung addierbar ist.

,# ! _ 53 o
A( 47T|w_w/|+F(:c,a:)>5(a: ')

wo AF(z,z') = 0.

Diese Freiheit ermoglicht das Auffinden der so genannten Dirichlet-Green-Funktion Gp(x, x')

A (fﬁ) Gp(z,x') = 5(x — x')

Gp(z,z')=0 wenn x € O

und gestattet, Losung fiir allgemeine Dirichlet-Randbedingungen anzugeben.
Bemerkung. In der Definition von Gp kommt nur O vor, nicht der Wert von ¢ auf O.

Wir setzen die Losung ¢ der Poissongleichung sowie ¢ (x) = Gp(x, ') in den 2. Green’schen Satz ein,

wobei

A¢p = —4mp Aty = —4783(x — ')

[ @av - vso)te = [ (@90 - v¥endo
% o
/V [6(z) (—4m0*(z — 2')) — Gp(z, 2')(—dmp(z))] PPz = /o [6(x)VGp(z, ') — Gp(z,x') o Vé(z)| ndo
wobei auf der rechten Seite Gp(x,x’) =0, da dort € O.
o) = /V Gp(x, ') p(z)d®z + % /O ¢(x)VGp(z, 2 )ndo

Hier ist ¢(x) fiir € O bei Dirichlet-Randbedingungen vorgegeben.

Wir benennen & < ' um und verwenden Gp(x,x’) = Gp(x’,x); dann ist die eindeutige Losung der

Poissongleichung bei Dirichlet-Randbedingungen:
1
o(x) = / Gp(z,x')p(x')d>z + —/ &)V Gp(x, 2" )ndo
v Am Jo

5.3.4 Spiegelungsmethode

Zur Konstruktion von Gp(x, ') ersetzen wir V mit Randbedingungsfliche durch ein grofieres Volumen
ohne Randbedingungsfliche, aber mit zusétzlicher Ladung im hinzufigten Volumen. Diese zusétzliche

Ladung wird so gewéhlt, dass ihr Effekt die Randbedingung simuliert

11



Beispiel.
V ={x cR3z3 >0} Halbraum
O ={x cR3z3 =0}

1 -1
= Gp(z,2) = + z, ' €V
e—a] z-a,

1 C S s
| T o Potential einer Einheitsladung bei x
T—x

_1 . . . . . . . /
@l Potential einer negativen Einheitsladung bei gespiegelter Stelle

x/ — ZJQ aj; = 32/2
xh —af

Tatséchlich ist Gp(z,z’) =0, wenn z3 = 0.

Bemerkung.
¢ V=lz—2 | A0=>A—F =0
|z — @

Beispiel (Kugel).

V ={x cR3|x| <1}

O={x cR3|x| =1}

L (e
Je] z,x' €V

G "=
) S o e

5.3.5 Multipolentwicklung

Betrachten Poissongleichung mit Randbedingung limz|—.o ¢(z) = 0, wo p = 0 auBerhalb eines endlichen

Volumens V'; verwenden [5.5

1

o l
1 4
— dB/ / — d3/ /Y*mﬁl lym,ﬂ
o) = [ @t DI R T v
0o l
47 1
=> > Q?"Yzm(ﬁw)mrlﬁ
=0 m=-1
wobel wir
Q= [ ¢ oY 0 ) €
v

gesetzt haben.

Im Detail:

12



Q
de/ / _
O vV / Pl A7

J%/H3'/l%>@v
\/7/ d®a’ vl p(x

sei d: = [, d®z"@'p(a’) ... elektrisches Dipolmoment

Also ebenso:

5.4 Schwingungsgleichung
5.4.1 Homogene Schwingungsgleichung

(A+p?)p(x)=0 xR pekR

5.4.2 Fundamentall6sung

Radialsymmetrische Losung der Schwingungsgleichung in R3\ {0}

6= 0r) = (76 + w6 =0

setzen:

1 / / 2U
—_— — —:0
r2(ur u) —|—,uT
u'r+u —u + ptru=0

u” 4+ pPu =0

U = €1 €OS ur + co sin ur

o(r) =c1

COoS Ur +e sin ur

13



Beispiel. Mit Dirichlet-Randbedingung auf Kugelschale
(A+p®)p=0 0<|z|<R
O(R1) = ¢1, ¢(R2) = o2

erhalten wir

cos WR; n sin Ry

91 =c1 R, C2 Ry
_cospliy sin uRs
P2 =c1 7 +c2 o

ist ein Gleichungssystem fiir ¢; und cg, dessen Determinante zu berechnen ist

cos uRq sin pRy 1

R R _ :

det costle Sin}é}er = Rk sin p(Ry — Ra)
2 2

Ist p Eigenwert des RWP — in unserem Beispiel, wenn p,, = nw/ (R; — Rz), sodass sin u, (R; — R2) =0

— so existiert bei homogenen Randbedingungen ¢; = ¢o = 0 eine nichttriviale Losung der Schwingungs-

gleichung mit einem unbestimmten Koeffizienten. Bei inhomogenen Randbedingungen muss Losung nicht

Immer existieren.

Beispiel. Ry =0,¢; =0

nmw
P, =P, =0, n=—
1 2 M Ry
Sin oy, r
(I) =
(r)=co—
sin nmw
(Rg) = c2 s

co ist unbestimmt

Ist p kein EW des RWP, so ist Schwingungsgleichung eindeutig losbar, es bleiben keine Koeffizienten

unbestimmt.

5.4.3 Produktansatz in Polarkoordinaten

Wenn z.B. die Randbedingung auf Kugeloberfliche vorliegt, Losung im Inneren gesucht ist

Anwendung: z.B. Luftschwingungen in einem Hohlraum
¢(r,9,¢) = R(r)O(0)®(p)
Winkelabhéingiger Teil wie bei Laplace-Gleichung
O(NP(p) =YY, ) 1=0,1,... m=—1,...,0,...,+l

Radiale Gleichung
R’ +2rR + [P =11+ 1)]R=0

14



setzen

L2 I(l+1
y+y+{l—( 2)]31:0
x x

setzen y = x~ /2] (x)

y=— %x_3/2J +a Y2y

i/' 223375/2(] _ a:,73/2J/ +$71/2JN

41+
-3 J”—!—lJ/ 1_% JY—o
x 2

[+ 1)?
J~+1J/+(1_<+z~>)J:o
s X

dies ist die Differentialgleichung der Besselfunktion .J; 1 (x)

Diese ist mittels der I'-Funktion definiert

1 1
= =T = 1
<l+2+7‘> <l+2+r+)

Wir bezeichnen Ji 1 (x): = ji(x) als sphdrische Besselfunktion.

[e'S) l
S0, 0) =D D> amii(ur) ;™ (9, )

=0 m=—1
Beispiel.
(R, 0,0) =V (9, )

und p sei kein EW, d.h. j;(uR) #0VI=0,1,2,...

= alle aj,,, konnen aus Orthogonalitéitsrelation der Kugelfunktionen hergeleitet werden

Beispiel.
P(R,0,0) =0
mit Eigenwert p
7. B. fir
Js(uR) =0

15



sind alle a5, mit m = —5,—4,...,4,5.
unbestimmbare freie Parameter und die Losung lautet

5
Qb(r Y (P Z a5m.]5(/u‘r)}/5 (19 90)

m=—>5

5.4.4 Inhomogene Schwingungsgleichung
(A + p*)d(x) = —4n7 ()
Losung mittels Greenfunktion ist gesucht

Behauptung.
(A+ 1)

Beweis.

. o 2 ™ o) Tipr 1
DIStr':_Fkt'/ d<p/ dd sinﬁ/ dr 7‘26 19 7"227
r2 Or or
27 eii;n'
/ dgp/ dv Slnﬁ/ dr— ( >r2
T
27 . 6’}’
:/ dgp/ d¥ sin?d [—/ dr(-1 :l:iur)ei"”]

0 0 0 or

27 T -
= / ds&/ dd sind {— Ypeo + / dr+ip +ip(-1+ i/lr)]eii“w}
0 0 0

2m T oS] eiiur
= —47v(0) — /f/ d(p/ dv sinfﬁ/ drr? ~v(x)
0 0 0 r

+ipr
= (—4m6°, ) — 12 (e : ,v)

¢(Sﬂ) :/00 T(CIC/) e:i:i,u|m—m’|d3x/

5.5 Wairmeleitungsgleichung
78‘#5::’” = a’A¢(x,t)

(b(il:,()) = f(il:) €S

wox €R3 t>0,a®>0, f(x) € S... vorgegebene Temperaturverteilung

16



Neue Losungsmethode: Fouriertransformation bzgl. . Zweimalige Anwendung von ?7 auf die Warmelei-

tungsgleichung ergibt

¢ 2

a(ﬂ%t) = a"A¢(z,t)
HFOkD) _ oy

5 = K (Fo)k 1)

wobei wir die erste Zeile mit W 70 e~ k2 d3g integriert und (F¢)(k,t) = W 7 ekeg(z, t)d3x

oo oo

verwendet haben.

Integration dieser gewohnlichen DGL ergibt
(Fo)(k.1) = c(R)e "+
Nun ist
FO)0) = iy [ e glo,0) % = ()

f(=)
(Fo) (k. t) = (Ff)(k)e k"

Produkt zweier Funktionen in k: Faltung

Riicktrafo (vgl. Faltungsformel ??; hier F~! statt F):

¢(x,t) = F Y (Ff)oF? (e—a2k2t) ~ for! (e—a2k2t>

FH e ™) = 5 1)372 / T e (R R e o thans) g3
™ —

Dieser Ausdruck faktorisiert in 3 Integrale iiber k1, ko, k3

Ein Integral herausgegriffen:

7a2p2t+ipzd _ 1

1 o 1 >
- e = e €
V2T [oo P V2ta /21 [oo

,ﬁJ’,i Sz
2 p \/ﬁadp/

_g_%(ﬁ)zdp/

1 1 >
= e
V2ta /2 /700

2
= 1 e_% ( \/%a )
V2ta
= @4ta?
V2ta

wWo p = \/%ap’ und dp = ﬁdp’ ; weiters ¢ = p’ — 1 \/%a (und d¢ = dp’) und nach Auswertung des

Gauss’schen Integrals iiber ¢

Dreimal dasselbe Procedere:

F-1 (e—a2k2t>

Il
S
3=
Ry
<
N~~~
w
m‘
IS
58
|

I
VRS
ol
N
S
N———
w
VR
3=
)
N—
w
—
3 8
l¢]
|
sl
gl\J H\
[V}
&h
—
S\
=
w
H\

= ¢(x,t)
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Faltung = Losung der Warmeleitungsgleichung mit AWP

5.6 Schrodingergleichung

.0 1
1§¢(m,t) = (—2A + V(sc,t)) Y(x,t) = cR3

Falls V' zeitunabhiingig ist, d.h. V = V(x), ist Produktansatz moglich
U(@,t) = ¢(z)f(t)
Einsetzen:

0 = (380 + V(e.00) 1
ij _ 386 +Ve

7 3 = F = const
if=Ef
f(t) =e"

(—;AJFV—E) $(x) =0

Zeitunabhiingige Schrodingergleichung (elliptischer Typ)

Wegen der Wahrscheinlichkeitsinterpretation der Quantenmechanik verlangen wir, dass ¢(x) quadratin-

tegrabel ist: ffooo ¢*pd3z = 1; dies ist ein verallgemeinertes Sturm-Liouville-Problem (Polynomlésung!)

Beispiel. H-Atom

Separationsansatz fiir ¢ in Polarkoordinaten:

(a2 )=

r

Wissen schon von Laplace-Gleichung:

1 1 1 (l+1
R”R’+<E+ (Lt )>R—0
2 r r 2r2

Wir setzen:
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,
vy oy
R Z_Z
(r) r r2
11 2y/ 2y
RI/ :yi =7 =J
(r) r 72 73
Ly 2y 29\ vy 1 I(l+1)\y
‘2(r‘rz ) et TE T 22 )y
2 (141
T T
€
2 I(+1
T

und setzen weiters

x =2rv/—¢

1

zw” (z) + (21 + 2 — 2)w'(z) + (\/_;€

—l—l)w(a:):O

Nur wenn (\/%7 -1 - 1) =0,1,2,... liegt eine normierbare Losung vor, also eine Losung in Form eines
Polynoms (fiir Quantenmechanik entscheidend)

Fordern also: \/% =n=1{1,2,3,...}, sodass (\/%T: -1 - 1) ={0,1,2,3...}.

Nur in diesem Fall ist ¢ quadratintegrabel, da w(x) ein Polynom (genauer: ein Laguerrepolynom) ist.
= w(z) = L4 (2)

() e

= ol = N a0, S (2
n I m

r

bzw.
co n—1 l

it 2
¢($7t) = Z Z Z bnl'rneﬁ%m(ﬁvw) : Tleigerzlj—llfl <T)

n
n=1 =0 m=—1

(Faktoren in dieser Gleichung sind vermutlich nicht ganz richtig)

In der Quantenmechanik sind normierte Eigenfunktionen wichtig.

5.7 Wellengleichung

0%¢(, 1)

55 Ap(x,t) =0, x € R3
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5.7.1 Radialsymetrische Losung

beschreibt kugelsymmetrische Ausbreitung von Schallwellen im R?

0%
— —Ap=0
ot? ¢
o(x,0) = o(r)
0
setzen ;
bl t) = y(r,t)
r
Py Py _
otz or?
y(r,0) = ro(r)
y(r,0) =0
ist eine eindimensionale Wellengleichung
fithren neue Variable ein:
E=r+t
n=r—=t

u(&,m) =y(r(€mn),t&n))

2
=

segy = 0= ul6n) = F(©) +G)

=y(r,t)=F@r+t)+G(r—t)

D’Alembert’sche Losung fiir 1-dimensionale Wellengleichung

Anfangsbedingungen:

y'(r,0) =0
1
= F(r) = 3 (e +ro(r)
Glr) = 3 (~e+r(r)

y(r,0) = 51+ D+ 1) + (= )p(r )

8(r0) = S+ 0l + 1) + (= Ol — 1)
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5.7.2 Stationire Losung

beschreibt stehende Wellen in Hohlraumen

d?¢
7 Ap=
de? $=0

¢(x,t) = 0 an der Stelle || = R

Produktansatz:
o(z,t) = () f(t)
f—rfagp=o0
fo_ay
f (]
<~~~
7#2 7#2
Schwingungsgleichung:
Y(@)|jz|=r =0

f(t) = asin ut + bcos ut, AP+ p*p =0

5.7.3 Ebene Wellen

Produktansatz:
¢($,t> — ei(k::c—wt)

wo k € R? .. fixer Vektor = Ausbreitungsrichtung der Wellen

= (_w2 + k?) ei(km—wt) =0
—_———
=0
Wieso heifit ¢(x,t) = e!*==t) ehene Welle?
kx —wt=k(nz—1t)

wobei k = kn und |n| =1

x seien Orte konstanter Phase:

nx —t = const
n (x —n (t + const)) =0
n(x—xo(t) =0

xo(t) = n (const + t)

ist Ebenengleichung fiir @, xy (und somit die Ebene) bewegt sich in Richtung n mit Geschwindigkeit 1
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5.7.4 Inhomogene Wellengleichung

(a- ;) bl 1) = —dmol, 1

Vorzeichen sind analog zu Poissongleichung
retardierte Greenfunktion

(kann ja mehrere verschiedene Greenfunktionen fiir Wellengleichung wéhlen, aber diese hier ist besonders
praktisch, weil die Laufzeit darin beriicksichtigt ist, die die zu (x, t) ausgesandte Welle (Stérung) benétigt,

an den Punkt (z’,¢') zu kommen)

2 Bedingungen an Greenfunktion:

2
<A — gﬁ) Gret (z, ;' ') = 83 (x — /)o(t — 1)

0
= Gret (2,13 ' t)=0 firt<t

Gret ($7t7 wlvt/) = ot

Beh .
ehauptung L s a| 4 1)
4 | — /|

Gret (:13, t; mla t/) =

Beweis. Betrachten Testfunktionen y(x), 7(t) € S

7u zeigen:
(A - g‘t) Gret (1()(1)) = (0)7(0)
also
(A — g;) Gret (7)) = G(TAy —~7F)
benutzen jetzt Ghe = — 4= 20=1)
(8- 55) Gum) = 2 (r)M(2) 2@ ()
—

) oo I /
:>¢((E,t):/ dt// de/5(|x £B| t+t)Q(a:l,tl)

|z — |

o(x,t) :[ dSm/p(wl,t—kpim/D

|z — |

Ladungsdichte des gesamten Raumes tragt bei, allerdings ist der Beitrag jedes Punktes von entsprechend
fritherer Zeit: endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit (=1 in unseren Einheiten) der Stérung ist beriick-
sichtigt!
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5.7.5 Allgemeine Losung des Anfangswertproblems

2. Greenscher Satz [ dt, 7>t/

/OT dt/v (AY — pAP) d>x = /OT dt/o (6Ve — YV ) ndo

d(x,t) = —4nGret (z, —t, ', —t)
62 3 / !
- = =— - t—t
<A 8t2> o(x,t) 476° (x — ") §( )
0 " /
d(x,t) = —¢(x,t) =0 firt >t
ot
Y(x,t)...Lésung der inhomogenen Wellengleichung
82
(A - &) b, t) = —Amp(a, )

Linke Seite:

T / / ez. T 2
47r1p(x’,t’)—47r/0 dt/vd?’xé(m_m'_/f ) o) dt/o dt/vd% {(b(m,t)gtzw(w,t)—w(w,t)a

e — x

7 >t/ haben wir so gewéhlt

Gemischte Ableitungsterme heben sich weg

T

[ @ ot o) - vie.0) o)

0

Beachte, dass ¢(x,7) = %¢($,T) =0, weil 7 >t/

—— [ @ [o@.0 5 .0 - v(@.0 5 0]

Beschréinken uns auf V = R?

Allgemeine Anfangsbedingungen

U(@.0) = f (=)
oY B
5 (@0 =h()

Nehmen an, dass f(x) und h(z) fiir |x| — oo geeignet abfallen, sodass R.S. = 0!

Somit ergibt sich:

0¢
ot

vty = [ @l e ot 0n(e) - fle) G (2.0

|z — ']

In den rechten Term setzen wir ¢ und %QZ) ein; d3z: Polarkoordinaten um Mittelpunkt =’ = dr mit

d-Distr. integrieren!

1 Uo Wa)do 0 f(:c)do]

A t o Jo
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O ...Kugelschale um «’,Radius ¢’

vertauschen der Ubersichtlichkeit halber (x,t) «» (x’,#') und erhalten Poisson’sche Lisung der Wellen-

w(m)=/d3xp(‘”"t"”"””">+i [/O’W+§t/of<wt>do}

|z — @' 4 t

gleichung;:
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