Kapitel 4
Theorie der Distributionen

Motivation: Dirac’sche Delta, funktion® o

o =0
/ 5(x) f(x)de £ £(0)

Mathematisch konsistenter Formalismus: Distribution ist ein lineares, stetiges Funktional iiber den Raum
der Testfunktionen S

Anwendung: Greensfunktionsmethode zum Ldsen von inhomogenen DGL.

4.1 Grundlegende Definitionen

Die é-Funktion und andere ,,singulidre* Funktionen kommen i. A. nur in Zwischenrechnungen vor. Im End-
resultat fehlen sie entweder vollig oder sie treten unter einem Integralzeichen als Faktor in einem Produkt
mit einer ,, geniigend“ braven Funktion auf. Es ist nicht n6tig zu iiberlegen, was eine singulére Funktion
ist, sondern blof}, was das Integral iiber ihr Produkt mit einer solchen ,braven“ Funktion bedeutet. Dazu
betrachten wir zunichst einige Eigenschaften der Schwarz’schen Klasse S, die schon in Abschnitt 77

eingefiihrt wurde.

Raum der Testfunktionen S (Schwarz’sche Klasse) Menge der unendlich oft differenzierbaren
Funktionen f : R — C, sodass f und alle ihre Ableitungen schneller als jede Potenz von x bei |z| — oo

gegen Null geht.
Beispiel. e ®° €5, 2%e " € 5, e ¢ S
Definition. Die Abbildung g: S — C, v € S — ¢g(v) € C heifit Funktional iiber S

Definition. g heifit lineares Funktional iiber S, falls

g + pye) = Ag(m) +pg(r2) woApueC, yi,72 €8



Definition. g heifit stetiges lineares Funktional iiber S, falls fiir Folgen ,, € S, die gegen v € S im Sinne

von -
|z|” — (yn(2) —v(ac))‘ =0 Vp,m=0,1,2,3,...

lim max
dxm™

n—oo reR

konvergieren, gilt, dass lim, .o g(7n) = 9(7)

Wir bezeichnen g auch als temperierte Distribution, alle solchen Funktionale bilden den Raum S’

Satz. Fiir jede temperierte Distribution g € S’ gibt es eine (so genannte regulire) Folge g, € S, sodass

oo

g(y) = lim dr gn(x)y(z) Vye S

n—oo
— 00

Wir nennen ~ Testfunktion.
Definition. 2 regulire Folgen {g,}, {h.} heiflen dquivalent, wenn V~y € S gilt:

o0 o0

lim gn(x)y(z)dr = lim hn(z)y(x) dz

Bemerkung. Regulire Folgen sind in Aquivalenzklassen geteilt. Alle reguliren Folgen aus einer Aquiva-

lenzklasse definieren die selbe Distribution.

Beispiel.

Bemerkung.
3(y) =~(0)
Beweis.
n > 2 n oo 2 n %) .
_ —x°n dr = e —z“n . o) d 0 n —z*n 4
7T/—oo v(z) dz 77/—006 (v(z) = v(0)) d + ~( )\/;/_we T
—_——
NG
weiters:
x d’y ,
Iv(z) =v(0)] = ?dx < const. - x
0
da (i?/ € S, gibt es ein & € [0, z], sodass if*, = i;/ 0" const. V¢ € [0, z]

(jede Funktion aus S stetig, fillt gegen 0 ab, muss dazwischen Max/Min haben)

n
= —
s

n o const. 1 ,—
< const. - \/72/ ey dy = "=
N—

2|°°7i
0

| e a@ -0

_lg—ne
™ ™

Bemerkung. {\/ée_g”zn} und {, / 37”e_3”2"} sind dquivalente Folgen fiir §.



4.2 Konventionelle Funktionen als Distributionen

4.2.1 Motivation

gyeES fxeR—-C
gly) = lim [ gn(2)y(2)dz f(x)

Fiir Distributionen wir haufig auch die rein symbolische Notation, die das gleiche bedeutet, verwendet:

awz/wawwmm

— 00

Beispiel.

50) = [ son(ada

Analog schreiben wir (Fd)(y) = \/#271(7) symbolisch als

| @ = [~ —aar

oder, noch weiter symbolisch:

oder, noch weiter symbolisch:

1 o ; 1
S —1k:};d _
V2T /_Oo (x)e . V2T

{ /_ Z 5(x)} k0 fdp) — 1

also geméf symbolischer Regel (als ob wir [*_§(z)e™**da = e_“”| verwendet hétten) mit Streichen

=0
(hier durch geschwungene Klammern symbolisiert).

4.2.2 Formale Diskussion

Sei eine konventionelle f : R — C gegeben

| f(2)|de
/mu+ﬂw<”

Wenn es ein p € RT gibt, sodass

kann man eine regulire Folge f,, € S explizit angeben, die eine Distribution mittels des konventionellen

Integrals iiber f definiert. Wir bezeichnen diese Distribution kurzerhand mit f.

ﬂw:[%ﬂwwmm

Das Integral auf der rechten Seite ist dabei nicht symbolisch gemeint, sondern als konventionelles Integral
zu verstehen. Vorsicht ist insofern geboten, als f hier sowohl eine Funktion wie auch eine Distribution

bezeichnet.



Beispiel. f(z) =
1 ist offensichtlich auch temperierte Distribution, da:
/ * 1dzx < ]
—— <o, pu=
oo L+ a2
und geméf vorigem Satz
[o ]
10)= [ 19(@)ds
— 00

12
tatséchlich existiert eine regulére Folge, die das bewirkt: {e’T}

Beweis.
0 R oo 2 o
/ e " /My (z)de = / (e /™ = 1)y(x) da +/ () de
9. A= /n 2
0
e <2 [ o) a2
oo N J_ oo [N—~— n
es
weiters:

Beispiel. f(z) ==z

Beispiel. f(x) = 0(z)

Beispiel. f(x) =In|z|

° ln|z|dx <
oo 1422 >



infel() = | " ooy () de

— 0o

Héufige Schreibweisen fiir Distributionen:

Diese letzte Schreibweise wird sehr gerne von PhysikerInnen verwendet. Man beachte aber die zugehorige

Definiton mittels regulérer Folgen!

4.3 Rechenregeln

4.3.1 Summe

Seien:
{gn} regulire Folge fiir g
{hn} regulédre Folge fiir h

Definition.

oo

(g+h)(y) = lim (9n(x) + hn(x)) v(2) dz = g(7) + h(7)

n—oo
— 00

(g+n)(v)=g(y) +h(y)

4.3.2 Lineare Transformationen

Sei {g, } reguliire Folge fiir g

Definition.
(glar +8.7@) = T [ gafar+On()dr
= lim_ _Z gn(iv')%ﬂ (gc:b) da’
— nlgr;o Zgn(x)ki"y(CEa_b) dz

In der zweiten Zeile wurde o’ = ax + b gesetzt, wobei auch g, (z') € S.

a

(9(az +b),4(z)) = <g(x)’|1|7<x_b>)



Beispiel.
(0(z — x0),7(x)) = (6(x),v(z + z0)) = V(o)

In anderer Schreibweise:

Beispiel.

4.3.3 Produkt

Das Produkt zweier Distributionen ist im Allgemeinen nicht definierbar.

{on}t = {\/ﬁezzn} ...0 — Funktion
™

oo

Beispiel.

277

g'(n) = lim [ g(x)y(z)dz

< /2
= lim ,/E/ \/—ne_wz%'y(x)dx
n
= 1. _— =
Y 20 =0

Definition. Eine Funktion ¥(x) heifit schwach wachsend, wenn sie unendlich oft differenzierbar ist und

wenn fiir alle £ =0,1,2,3,... ein festes ng € N existiert, sodass
dk
lim |27 —V(x)| =0
Beispiel.
U(z) = ax? —52° Polynome
e’ €S
e ” nicht schwach wachsend

Satz. Wenn v € S und ¥ schwach wachsend, dann ist Uy € S

Beweis. Z.z., dass Vr,k € N

dk
A | gE V(@) =0
Ein typischer Term von %\I’y ist ‘éx‘l’ (f:k—_; :
dsw dk—s dsw dk_s’)/
lim xr—s ——7| = lim as_”o—s T+n°? =
|| — o0 dzs dx |z|—o00 dx dz




Dabei geht der Faktor =0 9% gegen Null, weil ¥ schwach wachsend, und der Faktor z"+"o

das
gegen Null, weil v € S ist.

Definition. Sei g temperierte Distribution und ¥ schwach wachsend

(vg)) =t [~ W) (e)o(a) da
(<)

= lim gn(z) ¥(z)y(z) do
T T
= g(¥7)

(Wg)(7) = g(¥y)

Beispiel.
(26)(v) = 0( 2y ) = 2¥(2)|s=0 = 0
—
€s
kurz
6 = 0

(zd)(v) = 0(y)
0 = / 0-v(z)dze =0

— 00

4.3.4 Differentiation von Distributionen

Definition.

oo

g/(’Y) p— nlLH;o - \g&/(x)y(:c) dz
€S
= i [non@I= ~ [ gutarwas]
=0-g(v)

Der linke Term verschwindet, da der Integrand Element von S ist.

g(v)=—-9()
Beispiel.
O'(y) = -0(y) = —/jo O(x)y (x) dx
- _/OC Y (z)de = —(z) [5° = +7(0) = d(7)
0 €s
also kurz:
0 =4

geht

O



Wir kénnen mittels Ableitung weitere Distributionen definieren

Beispiel.
2™ () = In|z['(7)

Der natiirliche Logarithmus In |z| ist hier als temperierte Distribution — wie bereits bekannt — gemeint.

Kurz:

7! =1In|z|

Bemerkung. Wenn g temperierte Distribution und ¥ schwach wachsend gilt:

(Tg) =W'g+ Uy

Beweis.

(Tg)'(v) = —Pg(7') = —g(¥y') = —g(=¥'y + (¥7)")
= —g(=¥'y) = g((¥y)) = Vg(v) + ¢'(¥y) = Vg(y) + ¥g'(7)

Jede Distribution ist darstellbar als Ableitung einer stetigen und schwach wachsenden Funktion

Beispiel.

(20) =10+ 20" =0 + =0(y) (4.1)

0
~~
0

Wer’s nicht glaubt:

umwn=ﬂwww=—mm0=—[f@unvm=—émmwwm

oo+ [ = [ Oane) do = o()

Bemerkung. Temperierte Distributionen haben beliebig hohe Ableitungen
Beispiel.

9"(1) =—g'(") = +9(v")

8" (7) = 8(y") =~"(0)

Satz. (ohne Beweis)

Jede temperierte Distribution ist darstellbar als (mehrfache) Ableitung einer stetigen, hochstens schwach

wachsenden Funktion

Beispiel.
§ = (20)"
(z0)" = ((20)) =0' =46
——
e

unter Benutzung von Gleichung



Abbildung 4.1: 20 (x)

4.4 Fouriertransformation von Distributionen

4.4.1 Kurze Wiederholung der Fouriertransformation

Siehe auch Abschnitt ??; mit f € S, k € R:
FENW == [ seta
=— x)e x
27 J—oo
(Ff) ist kein Funktional, sondern Definition der Fouriertransformation. Diese

e ist gleichméfig konvergent in k € R
e bildet S auf sich selbst ab, d.h. wenn f € S = FfeS

Beispiel. f(x) = e~ 7/2 = (Ff)(k) = o—k?/2

Umkehrtransformation

Rechenregeln Es gilt fiir f, g € S

FUFH=FF =1

Differentiation

(Ff) (k) = ik(F f)(k)
(FF) (k) = (F(=izf)) (k)



Faltungsformeln

F(f-9)=FfoFg (4.4)
F(fog)=Ff Fg (4.5)
e 1 > / / /
(roa)w) = = [ flaale -’ = (g 1) (1.6)
Multiplikation

/ T (FH@)g(x) do = / " J@)(Fg) () da

/ T F ) @)gle) de = / T H@)(F ) () da

4.4.2 Fouriertransformation einer temperierten Distribution

Definition.
Foe): = Jm [ (Fo)ene)de
= HILH;O _<><> gn (@) (Fv)(z) dx
= 9(Fv)
(Fg)(v) = 9(F7)
Beispiel.
(Fo)(v) = 6(Fv) = (F7)(0)
= \/%/7 ’y(x)&l(i"_”/ dz :[ \/%*y(x) dx
— L( ) 1
1
Fé= Nors
Beispiel.

Foe) =1 = [ T (P (@) da

= /_O:O(ﬁ)(k) dk = m% /_O;(}'v)(k)eiko dk

= V2r (F~1(F)) (0) = V277(0)
= V2mo ()

F1 =276

10



Definition.

Es gilt:

Beweis.

Weitere Formeln:

Bemerkunyg.

F(F~tg)
F U (Fg) =

F(Fg)(v) = (F'g)(Fv)

hat die sehr hiufig verwendete dquivalente Notation

ikx

so, als ob wir e~ B
z=0

1 o :
§ —1kxd _
V2T /_oo (@)e v V2T

= 1 verwendet hétten.

Ahnlicherweise schreibt sich

als

g(F~1(Fv))

izFg
F(—izg)

1

/ S(x)e *edr =1

Fl =276

L / e % 4z = V2r6(k)

V2T J o

11

9(7)



sodass formal (stimmt natiirlich von der Schreibweise her so nicht — kann 1 nicht fouriertransformieren —

ist aber kurz und trotzdem richtig)
1 >~
— e F dy = §(k)

2 J_ o

4.5 Faltung von Distributionen

Faltung ist selbst etwas dhnliches wie Distribution...

Definition. Seien ¥ eine schwach wachsende Funktion mit zugehériger regulirer Folge {U,,}, wo ¥,, € S,
sowie Funktion f € S gegeben. Dann gilt

(ELe FD) = Jim —— [ F) e FED -y

~~ =~ n—oo \/ﬂ U N g
es’ cs cR pe pe
Einschub:
(FHk—p) = \/%T [ Fle)e P gy
= L - —ikx |ipx
- \/ﬁ [w f(:E)e e'P* dx
= (F1(f@e™) )
somit:
(F¥oFf)k) = lim — /OO U, (p) (FF~' (f(2)e™™)) (p) dp
n— oo \/ﬂ oo n
=t = [ w0 <P>Z‘“‘p dp
€
= \/% Y@ p)e dp = F(LS)(K)
also:

(FUo Ff)(k) = F(Vf)(k) (4.7)

Definition (Faltung von Distributionen). Ahnlich wie das Produkt ist auch die Faltung von Distribu-

tionen nur eingeschrénkt moglich.

Sei g temperierte Distribution, {g, } die zugehorige regulére Folge, g, € S, ¥ schwach wachsende Funktion.
Dann ist, unter Verwendung von Gl.

12



o0

(FUoFg)(y): = lim (FU o Fgp)(z)y(z)dz

n—oo
— 00

o0

—lim [ (F(Tg,)(@)y(2) de

n—oo
— 00

oo

= lim gn¥ (z)(F7)(z) dz

—
'I’LOO_O0

= Vg(F7)
= (F(¥g))(7)

FUoFg=F(Vg)

Beispiel. ¥ =1,g=1

FloFl=F1
V2md o V216 = V2md
1
dod=—=6
° \V2m
Beispiel. v =1, g=F"'h
V2rdoh = F(F 'h)=h
doh = Lh
27
In dquivalenter Notation schreibt sich
dod = ié
B V2T
als
L /Oo 5(2)6(z — 2)da’ = ——6(x)
V2T J oo V2T
/ 5(2")o(z — 2')da’ = 5(x)
so als ob wir
5(a — '),y = 3(a)
verwendet hétten, dhnlich
1
doh = —h
V2T
/ (2" Yh(x —2")da’ = h(z)

so als ob wir

verwendet hétten.

13

(4.8)



Behauptung.

(FYoFg) = (Fy) oFg=Fipo(Fg)

Beweis. Wir benutzen Gleichungen (4.5)) und (4.3)

(Fipo Fg)' = (Flibg))' = F(—iz(sg))

Nun ist einerseits

F(~ia(yg)) = F((~izy)g)
= F(—izp) o Fg
= (FY) o Fyg

und andererseits

F(—iz(vg)) = F((~izg))
= Fip o F(—ixg)
=Fpo(Fg)

Korollar:(Fi o g) = (Fy) og= Fihpog

4.6 Temperierte Distributionen im R”

Definition. Fir x € R"™ ist f(xz) € S, wenn f beliebig partielle Ableitungen besitzt und fir r =

N ]

. oPf
lim

k
’
r—oo | Qai'Oxh? ... 0xhr

=0 Vk,Vpir+ps+...+p, €N

Beispiel. Bsp: ™" € S, ac%e”2 €S, e ¢ S (fallt nicht ab, wenn 21 =0, r — oo

Definition (Temperierte Distribution). Mittels regulérer Folgen und Testfunktionen aus S kann direkt

fiir R™ verallgemeinert werden.

Es reicht, fiir y(z) € S die spezielle Wahl vy(x) = v1(z1) +v2(z2) +.

Rechenregeln im R™ analog zu vorher.

Definition. Direktes Produkt von temperierten Distributionen.
Sei g1, g2 temperierte Distribution auf R"”
Sei f1, fo Testfunktion auf R™
(910 92)(m2) = 91(71)92(72)
Beispiel. 3 Funktion im R3
8°(7) = 81(1)d2(72)d3(73)

14

oot Yn(x,) wo alle v;(x;) € S, x; € R



Bemerkung. f(z) ist selbst Distribution

-/ O;f(w)v(w)d .

(z)|d"x

wenn Jv € R, sodass [~ (1+T2)u

Beispiel. z € R?, f(x) = 1 ist selbst Distribution (v = 2):

27 27 o) o]
1 1 r
d d sin ¢ dr-———— =4 dr—= <
/0 @A S1n /0 T T’/‘ (1+7‘2)2 WA T(1+T2)2 o0

4w

Wichtige Formel: Sei € R?
1
A~ = —4rs?
T

1
A— =473, z eR
|z|

ﬁist Distribution und gleichzeitig selbst Funktion im R?

Beweis.

1 1 27 ™ 1 0 0 1 2 1
A = —(Ay) = d dosing [ r2ard. L 2 - o7 S
< 7~>(7) ~(A9) /0 ¢>/0 sin / r 2 {87" o sn?00¢2 snoog "

~ und alle Ableitungen stetig, also z.B. periodisch in ¢ — ¢ + 27

27 27
>, e (38) =
0

=0

auch

=0

/dﬁ— (bln08g>—sm9 8W
Al ()—/%daﬁ/ﬂd&'e Tartd (29
T V= 0 0 St 0 TT@T " 87‘7

2 ™ 00
— i 1 287 o] _/ 28’7
_/0 d(;S/o dfsind Lr 10 ; dr (— ) 5

27 T
/ dgzﬁ/ dfsin 6 [0 — v(r sin 6 cos ¢, r sin 0 sin ¢, 7 cos 0)|.—¢]
0 0

sodass

—47~(0,0,0)
= —478°(7)

15



4.7 Greensfunktionsmethode

Erlaubt spezielle Losungen von inhomogenen, linearen gewohnlichen, aber auch insbesondere von inho-

mogenen, linearen, partiellen DGL zu finden.

D ... linearer Differentialoperator
gesuchte Funktion

f ... inhomogener Term der DGL
Beispiel.

xeR D=A

Ay=e7"
Definition. Eine temperierte Distribution G, welche die DGL
DG =9

16st, heift Greenfunktion der DGL Dy = f

Satz. Wenn f=FV, wo ¥ schwach wachsende Funktion ist, dann gilt:

Yspez = V 27G o f

Beweis. Wiederholtes Anwenden der Ableitungsformel fiir Faltung ergibt:

Dyspez=m(DG)ofzméofzm\/%f:f

O
Beispiel.
x €R3
Ay=f, €58
wissen schon: Aﬁ = —4ns®
11
=>G=—-———
47 | x|

— 1 1
= Yspez = 2r | —— | — o f
47 ) |x|

16



f und ﬁ sind selbst wieder Funktionen, kann daher integrieren:

LOOB/ 1

Yspez = _471_

} Py f(x) (4.10)

4.8 Nichtlineare Variablentransformation der §-Funktion

Satz. Wenn f(x) n Nullstellen xq,,xo,, ..., o, hat, stetig differenzierbar und monoton in Umgebungen
der Nullstellen xq, ist, weiters f'(xo,) 20 Vi=1,2,...,n dann gilt

500 =Y )

Beispiel.

f(x) =2% a2 z0, = —a, 20, = a
/

f'(x) =2z, f'(a) # 0, f'(—a) #0

Sattelpunktmethode

sei F(z) >0, €8

lim e F@ny(z)dz ~ lim e_F(mo)”'y(xo)/ ez (o) F (o) gy

wo xo Extremwert von F, d.h. F'(zp) = 0 und Taylorreihenentwicklung verwendet wird

F(x) = F(z0) + (z — z0) F'(20) +%(m —20)*F"(20) + ...

——
=0
Hier: -
lim/ \/ﬁe(f(w))%'y(x)dx
n—oo [_ iy
F = f
Fo= o2y
FI/ — 2(f/)2+2ff//

17



Min. zg von F' = Nullstelle von f

Fl(zo) = 0
flxo) = 0
= F(z) = f(x0)®=0
F'(zg) = 0
F'(zo) = 2(f'(0))?

. e N lip_00)? "(20))2n
SO = Jim ) [ \/; a—a0)"2(1"(20))

n—00
\/E 1
TV n [ (zg)l

1
THCOAR

18
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