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Kapitel 1

Lineare gewodhnliche
Differentialgleichungen und

Randwertprobleme

Eine Differentialgleichung (DGL) ist eine Gleichung, in der die Variable x, die gesuchte Funktion y(x)

sowie deren Ableitungen vorkommen.

Eine gewdhnliche Differentialgleichung in einer Variable x und einer gesuchten Funktion y(z) ist von der

Form
F(z,y, vy, ....y"™) =0

Die hochste auftretende (n-te) Ableitung heifit Ordnung der Differentialgleichung.

Beispiel (Gewohnliche Differentialgleichung erster Ordnung).
W) +y* =1

Einen bedeutenden Spezialfall stellt die lineare gewdhnliche Differentialgleichung dar: sie ist linear in

v,y Yy

Beispiel (Lineare gewthnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung).
y' +y=0 (1.1)

mit Losung (¢1, co Konstanten)

Yy =c1008T + cosinx (1.2)

Bemerkung (Notation). Motiviert von der physikalischen Anwendung heifit die Variable oft ¢ (time)
und die gesuchte Funktion z(t); die Ableitung nach ¢ wird mit einem Punkt bezeichnet, &(¢). In dieser
Schreibweise lauten die obige DGL ([L.1)) und ihre Losung (1.2)

rT+x=0

x(t) = ¢1 cost + co cost
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Fragen, die im Zusammenhang mit DGL auftreten, sind insbesondere nach Ezistenz, Findeutigkeit und

Gesamtheit der Losungen.

Ein Anfangswertproblem gibt Werte zu einer DGL ausschliefSlich an derselben Stelle vor,

y(xo), 9/ (zo), .-

bzw.
x(to), (to), - - -

Ein Randwertproblem gibt dagegen Werte an verschiedenen Stellen vor, z. B. (z¢ # 1)
y(zo), y(x1)

bzw.
z(to), z(t1)

Beispiel (Randwertproblem).

Y +y
y(0)
y(1)

I
o o o

1

Wir werden sehen, dass y(z) = 0 fiir alle 2. Dieses Randwertproblem hat damit keine nichttriviale Losung!

Wir dndern unsere Fragestellung und wollen jetzt wissen, zu welchen Werten A € C es Losungen y(x)
gibt, die
y' + Ay =0

erfiillen, und wie alle diese A, und y,(z) (fiir n = 1,2, 3,...) lauten. Ein Beispiel fiir eine solche Situation
liefert die Quantenmechanik (QM): Fiir welche Energiewerte hat die Schrédingergleichung eines Elektrons

im Wasserstoffatom Losungen?

1.1 Wiederholung von gew6hnlichen Differentialgleichungen mit

Anfangsbedingungen

Satz (Existenz- und Eindeutigkeitssatz (Peano, Picard-Lindelsf; ohne Beweis)). Sei

y/ = f(x,y)

Wenn f stetig im rechteckigen Gebiet G C R? ist, sowie in G die Lipschitzbedingung erfillt, so gibt es
fiir jedes (zo,y0) € G genau eine Lésung der DGL, die in einer Umgebung von x definiert ist, y(xo) = yo
erfillt und stetig von (o, yo) abhingt.

Definition (Lipschitzbedingung). Die Funktion f erfiillt im rechteckigen Gebiet G eine Lipschitzbedin-
gung, wenn es ein N > 0 gibt, sodass fiir alle (z,y1), (z,y2) € G

|f(@,y2) — f(z,91)| < Nlya — 1]
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Bemerkung. Fiir uns geniigt die schwéchere Version fiir Existenz und Eindeutigkeit, dass f in einem
rechteckigen Gebiet stetig sein und (bei festem z) eine beschrinkte partielle Ableitung nach y haben soll,
d.h.

of
== <N
)
fiir V > 0 sein soll.
Beispiel.
¥ =y
y(0) =1

Voraussetzung des Eindeutigkeitssatzes mit y > a, a > 0 erfiillt.

flzy) =y

ist stetig,

< —
Y~ 2v/a

ist beschrénkt, da a > 0. Also existiert eine eindeutige Losung (siehe spéter).

af| 1 1
dy| 2

Speziell fiir

Y + f(x)y = g(x)

lautet der Existenz- und Eindeutigkeitssatz (EES):

Wenn f(z), g(z) auf abgeschlossenen Intervall stetig, dann gibt es eine eindeutige Losung, die die An-

fangsbedingung y(z¢), xo € I erfiillt.

SchlieBilich fiir

y' = f(z,y.9)

ist der EES wie folgt:

Wenn f stetig im zylindrischen Gebiet G = I x Ky (wo I C R Intervall, Ky € R?Kreisscheibe) ist, und

partielle Ableitungen nach y, 3’ besitzt, so existiert eine eindeutige Losung, die die Anfangsbedingung

erfiillt.
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1.1.1 Typ getrennte Variable

anschlieffend nach y(z) aufloésen

1.1.2 Lineare DGL 1. Ordnung

Y + flx)y = g(x)

Yges (x) = Z/hom(x) + Yspez (x)

Yhom 1St allgemeine Losung von y' + f(z)y = 0 und das ist ja Typ getrennte Variable

Yspez durch Variation der Konstanten

Beispiel.

v4+y=1+uz
Yhom = ke~ %, keR
Yspez (1) = k(z)e™™
Ke ™ —ke ™" +ke*=1+ux
K = (1+x)e”

k:/(lﬁ—x)exdx:ew—i—zex—e“‘—&—c
wéhlen ¢ =0
Yges = ke +
1.1.3 Homogene lineare DGL 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten

y”+a1y'+a0y =0 ag,a1 €R

Ansatz:

y:e’\I:>)\2+a1>\+a0:0

® A # X2t Ypom = c1eM7 + cpet2?
_ _ . _ Az Az
¢ A\ =X =X Yhom = c16"F + caxe

e Wenn y1, y2 Losung der homogenen linearen DGL, so ist selbst fiir ¢1,co € C 1M 4 coe?® Losung

10
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e Wenn A\, » = o £if3: gilt fiir y; = eMT gy = eyt =g
daher sind auch

1 1
Rey; = §(y1 +y1) = §(y1 +y2)
I Ly —yi) = 2 (5 — w2
m = —(y; — = Z(ys —
1 % Y1 — Y1 B Y1 — Y2
Losungen mit
Reel®tiPz  — e cos Bz
Imel@H?  —  %gin By
konnen wir auch schreiben
Yhom = €““(c1cosfBx + cqsinfr)

Zur Erinnerung:
2 Losungen y; (), y2(z) sind linear unabhéngig (heifen Hauptsystem)

Wronski-Determinante verschwindet nicht Vx

Y1 Y2
0F#W(x)=|" 7| =vys — Y1y
Y1 Y2
Beispiel. A\ # g, y1 = eM%, yp = ™27
e

W(z) = =eMTeM2T(\y — \) £ 0Va

/\1€>\1I )\QGAQ'T

1.1.4 Inhomogene lineare DGL 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten

Y + a1y’ + aoy = f(x)
Yges = Yhom T Yspez
Yspez = C1(2)y1 () + ca(x)y2(z)

Die Losung der homogenen Gleichung yhom = c1y1 + coy2 kennen wir schon aus Abschnitt Yspez
bestimmen wir mittels Variation der Konstanten. Man kann durch Einsetzen in inhomogene DGL nicht

beide ¢y, ¢ festlegen, daher extra Bedingung notwendig.
Die spezielle Losung ist frei wahlbar!

Daher folgender Ansatz:
ciy1 +chy2 =0

rechnet man das durch, ergibt sich:

yspcz(x) =N / %d(t + Y2 %dl’

11
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Beispiel. ¢y’ +y=1= f(z)=1

M 41=0,\ o =i

Y1 = COSZT, Yy = sinx

=cos?z +sin’z =1

cosr sinx
—sinx coszT

Yspez = —cosx/sinxdx—&—sinx/cosxdxz1

Yges = k1 cOST + ko sinx + 1

1.1.5 Allgemeine homogene lineare DGL 2. Ordnung

y' + fl@)y +g(x)y=0

Es existieren 2 l.u. Losungen, aber es gibt kein allgemeines Verfahren zu deren Bestimmung.

Manchmal ist eine Losung yq(x) bekannt (z.B. durch Erraten), dann kann man dazu eine lL.u. Losung

y2(x) bestimmen.

Betrachten zunichst W, leiten ab und setzen fiir y” die DGL ein:
W = y1ys — you;
W' =1y + y1ys — yay1 — y2yi = Y15 — Y21y
= y1(=fy2 — 9y2) — v2(fvi — gy1) — f(v1ya — y211)

= —fW
dw
W / fdz
InW = —/fdx
W =e [/
Trick:
4 ! /
(yz) _ v W
1 Yt y?
w
U1 Y1
w
ya(z) = yl(x)/—zdx
Y1
Beispiel.

Durch Erraten: y;(z) = z

12
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Probe:

yp =1

y =0
2z + 2
1—a2 1—x27

2x
f(.]?) - 1— 22
P 1
Wiz) = e mazd® _ o—In(1—2”) _
(2) =e ¢ 1— a2

1 1. 1
=z(——+=ln +:C)
2 1—=z
z. 1l+z
=-14+=1
Ty,

1.1.6 Allgemeine lineare inhomogene DGL 2. Ordnung
y'+ f@)y +g(x)y = h(x)
Yges = Yhom T Yspez
Die homogene Losung wird wie zuvor (Abschnitt bestimmt, die spezielle mittels Variation der
Konstanten

h h
Yges = k1y1 + kay2 — 1 / %dx + Yo CIAL P

1.1.7 Potenzreihenentwicklung

Wir betrachten
Y+ flo)y +g(@)y=0

und suchen bei x = ¢ ndherungsweise Losungen

Definition. 1. f(z), g(x) kénnen bei zy analytisch ins Komplexe fortgesetzt werden, x heifit requldre
Stelle.

2. Gilt dies nur fiir (z — z¢) f(z) und (z — x0)%g(z), heiBt zo reguldre Singularitit

3. Sonst heiflt z¢ singuldre Stelle
Es gilt:

1. Ist xo reguliire Stelle, so fithrt y(z) = Y7 an(z — )™ zu zwei 1. u. Losungen

13



Mitschrift noch inkomplett. Korrekturen und Erginzungen sind noch moglich!

2. Ist o regulére Singularitéit, so fithrt der Frobeniusansatz y(xz) = Y .- an(x — 20)?™", ag # 0
zu mindestens einer Losung y; (x). Der Index p wird als Wurzel deiner parametrischen Gleichung

erhalten. Wir bezeichnen diese beiden Wurzeln mit p;, ps.

(a) Wenn py — p2 ¢ Z, so liefern y1 (z) = 307 an(z — 20)* ™" und yo(z) = D07 g an(z — 2)P> "

zwei 1. u. Losungen.

oo

(b) Wenn p; — p2 € Z (also insbesondere p; = ps), so liefert yi(z) = >0 jan(x — 20)”* T eine

Losung, die zweite dazu 1. u. Losung wird mit der Wronskideterminante gefunden. Es erbit sich

dabei -
ya2(z) = ey (z) In(z — xo) + Z an(z — 20)P2T"
n=0
Beispiel.
Yty ey
z(l —x)
1
- f(z)
x
1
0= 9(x)
Es ist zg = 0 eine reguldre Singularitét, weil
1
r— =1
x
9 1 T

* x(l—x)zl—x

bei = 0 analytisch fortsetzbar ist (%= hat keinen Pol bei zg = 0).

1—=

Ansatz:

o0
y= g anxet"
n=0

o0
v =Y aulo+mat!

n=0

y' =3 anlo+n)(o+n— 1)zt

n=0

am bestem in folgende Umformung einsetzen

s(l-a2)y" +(1-2)y +y=0
Z {an(o+n)(0+n—1)(z —2®)2?T" 2 + a,(0+n)(1 — 2)22™" ! + a,2°""} =0

n=0

und sortieren nach Potenzen von x:

14
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oo

S (@t o4 n) o+ n—1+1) + 2 [~(0+n)(o+n—1) — (o+n) + 1]} =0

n=0

(o) o0
>_anle+ )2t Y an L= (o) 2t =0

n=0 n=0

Die niedrigsten Potenzen von zx treten in den Summanden mit n = 0 auf, und zwar in der ersten Summe
bei

Nun ist It. Vor. ag # 0 = 02> =0 = ¢ = 0 (bei 2 Losungen wiirden 2 Fille unterschieden)

o0 o0
= Z annix™ ! 4 Z an(l —n?)z" =0
n=0 n=0

Wieder Koeffizientenvergleich:

z7l:ap-0=0

also keine Aussage, setzen mit dem néchsten fort

0 a1 +ap=0 = ai= —ag

o' dag+a;(1-1)=0 = ay =0

22 9az3+ax(1—4)=0 = a3 =0

kénnte man noch fortsetzen, durch Induktionsbeweis Regelméfligkeit zeigen, ...

y(x) = ao(1l — )

:>y1:1—m

Potenzreihe hat fiir 2. Losung nichts gebracht, aber wir kénnen sie mit der Wronskideterminante bestim-

men

Bemerkung. Warum muss bei Frobeniusansatz Bedingung fiir regulére Singularitit erfiillt sein?

Wiire z.B. g(z) = S5 + Y50 _, cex® mit c_3 # 0, dann folgt nach Einsetzen

o0
y(x) = Zan$9+"
n=0

mittels Koeffizientenvergleich, dass ¢_3 = 0 = Widerspruch!!

Bemerkung. Einsetzen der Frobeniusreihenlosung y;(x) in die Wronskideterminantenformel fiithrt allge-

mein zu yo(z) = u(x) Inz + v(x), wo u(z), v(z) Frobeniusreihen sind

1.2 Randwertprobleme bei gew6hnlichen DGL 2. Ordnung

Y + f(x)y + g(x)y = h(zx)

15
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Randbedingung:
ary(a) + fy'(a) = m
a2y(b) + B2y’ (b) = 72
a,b, a1, a0,01, 82,771,722 €ER, a #b
Spezialfille:

(1 = B2 = 0 Dirichlet’sches Randwertproblem
e a1 = as = 0 Neumann’sches Randwertproblem

e h(x) =0, v1 =72 = 0 homogenes Randwertproblem

sonst inhomogenes Randwertproblem

Bei homogenen RWP gibt es immer die triviale Losung y(z) = 0; wir nennen ein homogenes RWP [lsbar,

wenn es ein y(x) # 0 gibt.

Im Gegensatz zum AWP ist inhomogenes RWP i. A. nicht immer l6sbar

Beispiel.

pr+1=0
W= =i

Yy =C1CO8T + cosinx
y(0)=0:01
=y =-cysinz
1)=0=cysinl
y(1) o 8in
#£0

Beispiel.
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Mitschrift noch inkomplett. Korrekturen und Ergénzungen sind noch méoglich!

Mittels Variation der Konstanten (W =1, f = 1):

Yy =c1c0sx + cosinx + 1
y(0)=0=c +1
=y =—cosz+cesinz +1

y(r)=0=—(-1)+c3-0+1

Einsetzen der Randbedingungen fiihrt also auf den Widerspruch 0 = 2; es gibt daher keine Losung.

Beispiel.
y/l + )\y — O
AERT, y(0) =y(1) =0
y ="
pHA=0
W= +ivA
y = ¢1 cos VAT + o sin VvV Az
y(O) = O = (1
=y =cysinVz
y(1) = 0 = cosin VA
=VA=nr
Co # 0
A\, = (nm)?
Yn = csinnmx
mit n =1,2,3,.... Die unbestimmte Konstante kann durch eine Normierungsbedingung festgelegt werden
, z.B.:

1
/ y2(2)dz = 1
0

1 2 nm 2

2 .2 ¢ .2 c
c sin“ nraxder = — sin®ydy = —
0 nm Jo 2

c=V2

wobei y = nmx benutzt wurde.

1.2.1 Sturm-Liouville’sches Randwertproblem

(p(2)y") + q(x)y + Mr(z)y =0

17



Mitschrift noch inkomplett. Korrekturen und Erginzungen sind noch moglich!

ary(a) + Bry'(a) =
a2y(b) + B2y (b) =

D, q, r reelle stetige Funktionen und iiberdies ist p(z), r(z) positiv Vz
Ges.: Eigenwerte \,, und zugehorige Eigenfunktionen y,(x) # 0

Beispiel.

Es gilt, ohne Beweis, erlautert am Beispiel:

Satz. e Figenwerte sind reell, streng monoton steigend, \,, — 00
Bsp: A\, = (nm)?, n=1,2,3,...

o FEigenfunktionen sind bis auf konstanten Faktor eindeutig

Bsp.: y, = csinnnx

o EF y, hat in (a,b) n — 1 Nullstellen

Bsp.: y3 = csin3nx

[S]

0 : 2 1

Abbildung 1.1: y(z) = sin 37wz

o EF bilden bilden (bei geeigneter Normierung) ein Orthonormalsystem mit Belegfunktion r(x)

b
[ @@ (@) = 5o

Bsp.: c= \/5, Yn = V2sinmrzx

18



Mitschrift noch inkomplett. Korrekturen und Ergénzungen sind noch méoglich!

Sein #m:

1 1
/ V2sin nrzy/2sinmrzds = / cos(n — m)wx — cos(n + m)rxde
0 0

1 1 1
— ———sin(n+m)rx| =0

= ———sin(n —m)rx
( ) o (m+m)r 0

(n—m)m

1 1

1

/QSinznﬂ'xdx:ZE/ (1 —cos2nmx)dx =1
0 0

e EF y, bilden vollstiandiges Orthonormalsystem. Das bedeutet insbesondere: Ist [ stiickweise stetig

differenzierbar in (a,b) und erfillt die Randbedingungen, so konvergiert

N
fN(x) = Z Cnyn(x)
n=0

mat

gleichmdflig gegen f (siehe auch Abbd.

Abbildung 1.2: Gleichmifige Konvergenz von fy(z) gegen f(z) (i < j)

o Ist f Lebesgue-quadratintegrierbar (sz'ehe in (a,b), so konvergiert fn im quadratischen Mittel
gegen f

b
Jim_ [ r@f@) = fx@) Pz =0

Beispiel: Fourierentwicklung f(0) = f(1) = 0 stetig differenzierbar

N
fn(x) = Z cnV2sinnmzx
n=0

1
cn:/ f(z)V2sinnrz de
0

19



Mitschrift noch inkomplett. Korrekturen und Erginzungen sind noch moglich!

1.2.2 Verallgemeinerung der Randbedingungen
Entweder Stetigkeit, oder Endlichkeit, oder héchstens Anwachsen wie Polynom bei a oder b.
Auch ein unendlich grofies Intervall (z.B. a = 0, b = c0) ist zugelassen.

1.2.3 Wichtige Beispiele

Legendre-Polynome P, ()
(1—2%)y) +xy=0, xc[-1,1]

Randbedingung: y(+1) < oo

ausschreiben und ausdifferenzieren:

(1—2%)y" —2zy’ + Ay =0

Ohne Beweis oder Herleitung:
=A=n(n+1),n=0,1,2,3,...

Yn - - . Legendre-Polynome

P = 1
P1 = X
1 2

DGL kommt bei Beschreibung von Membranen vor. DGL muss gelost werden und Lésung muss Randbe-

dingung geniigen

Bemerkung. DGL hat an sich zwei 1. u. Losungen, durch Randbedingung bleibt jedoch nur eine {ibrig.

Besselfunktion J, )

(2y') =y + Aay, = € [0,1]
n=0,1,2,3,... fix vorgegeben
y(1) =0, y(0) < o0

mittels &€ = v Az und y(z) := J(£) transformieren wir (siche Ubungen)

E2T"(€) +&J'(€) + (€2 —n*)J(§) =0
J(VA) =0, J(0) < oo

= Aum = k2 kn,m ... Nullstellen von J

Jpn, Besselfunktion, y, () = Jy (kn,mz)
Besselfunktionen hingen mit Kugelfunktionen zusammen

Bemerkung. Die zweite 1. u. Losung erfiillt die Randbedingung y(0) < oo nicht.
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Mitschrift noch inkomplett. Korrekturen und Ergénzungen sind noch méoglich!

Hermite-Polynome H,,
(e y) +Xe"y=0,yeR

y darf in oo hochstens wie endliche Potenz ansteigen (d.h. y ist Polynom)

Wir schreiben die Gleichung um:
y' —2zy +Ay=0

=>A=2n,n=0,1,2,...

Yn - . - Hermitepolynome H,

Hy = 1
H1 = 2z
Hy = 42°-2

Bemerkung. Die zweite 1. u. Losung der DGL steigt nicht-polynomisch an.

Laguerre-Polynome L,
(ze™™y") +Xe "y =0, z € [0, 00]
y(0) < oo

y darf in oo hochstens wie endliche Potenz ansteigen (d.h. y ist Polynom)

Wir schreiben wieder die Gleichung um:
zy” +(1—2)y + Ay =0

=\, =n

Yn - - . Laguerre — Polynome L,

Ly = 1
Ll = 1—=z

[
Ly = 1-2z+ -z

2

Die Laguerre-Polynome kommen in der Schrédingergleichung des Wasserstoffatoms vor.

Bemerkung. Auch hier ist die zweite Losung der DGL kein Polynom.

[3] ARFKEN, G.: Mathematical Methods for Physicists. Addison-Wesley, 1981.
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Mitschrift noch inkomplett. Korrekturen und Erginzungen sind noch moglich!
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Kapitel 2

Fourierreihen und -transformation

2.1 Fourierreihen

1822 postulierte Fourier (ohne stichhaltige Beweise):

,Jede beliebige Funktion f(z) mit Periode L, d.h. f(z) = f(x + L), lisst sich in eine Reihe der Gestalt

- 2 2
f(z) = % +; <ancos ng + by, sin ng>

entwickeln, wo

L
2
/f(:zc)cos T Az n=20,1,2,...
0 L

2
L
2 (* 2
bn:z/o f(x)sin ngdx n=12...

Analog gilt (siehe Ubungen)

flz) = i cn%e%m

n=—oo

Cn = /OL f(:v)%e

Beweise zu Fouriers Postulat — unter welchen Voraussetzungen die Reihe in welchem Sinne konvergiert:

WO

_ 2min

L *dx

Mitte 19. Jhd.: Dirichlet, Riemann

Anfang 20.Jhd.: Lebesgue, Riesz, Fischer

Beispiel.

flz) = <” "””)2 z € [0,2n)
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Mitschrift noch inkomplett. Korrekturen und Erginzungen sind noch moglich!

1,

0 I 27

Abbildung 2.1: f(x) = (”T_w)?

2

Offensichtlich gilt f(0) = f(27) = 7

Fiir n # 0 ist
2/27r r—x\> d 1
ap = - cosnydr =...= —
27 J, 2 n?
b,=...=0
und )
2 [ (r—2x d 2
ap = -— r=...= —
"o /o 2 6
Damit
219 T2 =, cosnx

n=1

Wollen folgenden Satz beweisen:

Satz. Sei f(x) L-periodisch, stetig und stetig differenzierbar. Dann konvergiert die Fourierreihe fy(x) =
ZfoN cn€®™ gleichmdfig gegen f (0. B.d. A. L =1).

Beweis in zweil Schritten:

1. Fourierreihe konvergiert gleichméBig

2. Fiir festes x € [0, 1] konvergiert Fourierreihe punktweise gegen f.

c+1 | 1
| rwaet [ raas
wo c € Rund f(z) = f(z+1).

/c1 f(x)dx—i—/lCH f(x)dxz/ch(y+1)dx:/ch(y)dy:/ocf@df

wo y = x — 1 gesetzt wurde.

Einige Hilfsiiberlegungen:
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Mitschrift noch inkomplett. Korrekturen und Ergénzungen sind noch méoglich!

S Jeal? / e (2.1)

n=—oo

Bessel’sche Ungleichung

Beweis. Im folgenden ist ¢, das komplex Konjugierte von ¢,.

1 N N
0 S / dx (f _ Z CHQQWinI> <f _ Z 67ne27rimm>
O = —
N N 1
/ dl‘f Z Cn/ f 727rm5”d1- Z Cm/ f 2‘11'ma:dx+ Z Z Cncm/ e —2mi(n-
’ 0

n=—N m=—N —Nm=—N

/ dl’f Z CnCn — Z CmCm + Z Z Cncm nm
—Nm=—N

S Jeal / fa VN

n=—oo

O
Riemann-Lebesgue Lemma
lim ¢, =0 (2.2)
Bewets. Da
Z len]? / f(z)?dz < o
muss ¢, Nullfolge sein!
O

Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung

N N
bo| <\ [ D anl* | 1bal? (2.3)
n=1

n=1

Nun wollen wir zeigen, dass die Fourierreihe gleichméflig konvergiert , d.h. fiir alle e existiert ein Ny
unabhéngig von z € [0, 1], sodass VN', N > Ny, wo N’ < N

|fn(z) = fvi(z)| <e  Vzel0,1]

Beweis. Zunéchst zeigen wir

—N-1

N
|fn(x) — fn (x)| — Z Cne%rinz _ Z Z Z Cn627rinz
n=—N

n=—N' n=-— n=N+1

_ Z CneQﬂ'inz < Z |Cn‘ (24)

N+1<|n| <N/ N+1<|n|<N/
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Mitschrift noch inkomplett. Korrekturen und Erginzungen sind noch moglich!

Da laut Voraussetzung f stetig differenzierbar ist, konnen wir die Fourierkoeffizienten d,, := fol f/(z)e 2minedy

von f’ betrachten. Es gilt die Ableitungsformel
dy, = 2mincy, (2.5)

Beweis. Partielle Integration ergibt

! 1
dn = /0 f’(x)e—QTrinxdx — f(x)e—Zwinac’(l) _ (—27Tin)/0 f(l_)e—%rina:dx =0+ 27Tincn

wobei der erste Term aufgrund der Periodizitdt verschwindet .

Nun setzen wir die Ableitungsformel (2.5 in (2.4)) ein, wenden die Cauchy-Schwarz-Ungleichung (2.3)) an

und erhalten die erste Zeile der folgenden Ungleichungskette:

2

1 1 .
|fn(z) — far(2)] < Z el < Z — Z |dn]
N+1<|n|<N' N+1<|n|<N' N+1<|n|<N
1 const !
2 2
NI = I D S ey e
N+1<]n| N+1<|n| 0
const

N—oco
-const — 0

- VN

Weiters haben wir in der zweiten Zeile die Bessel’sche Ungleichung (2.1) fiir f'(z) sowie die folgende

Uberlegung verwendet:

1 <1 o0 dx 2 ™ 2
— =9 — = — = —
> 52X m<) oo -

N+1<|n] n=N+1 N+1 N+1

Wir zeigen nun, dass fiir festes = € [0, 1]

lim (fn(z) = f(2)) =0

N—o0

Definition. Dirichlet-Klassen

DN(Lt): Z eQﬂ'ina:

[n|<N
Bemerkunyg.

DN(.%‘) = DN(LL' + 1)

Sei x € Z. Dann ist

Dy(z)= ) 1=2N+1
|n|<N
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Mitschrift noch inkomplett. Korrekturen und Ergénzungen sind noch méoglich!

Nun sei & ¢ Z. Dann gilt unter Verwendung der Summenformel fiir die geometrische Reihe

. 1— e27ri(2N+1):L’ eQﬂ’i(NJrl):r _ e~ 27iNz
DN(JZ) _ 6727r1Nm _

1— e27ria; eQT(i]J -1
eTiz eiw(2N+1)x _ e—iTr(2N+1)x Si1'17T(2N 4 1)1‘
e7ri:1: ) eiwx _ efimr - sin T

und mit dem Satz von L’Hospital

sinm(2N + 1)z
sin Tx

Dy(x) = YV € [0,1]

Weiters

1
fN(x) — Z Cne27rin;c _ Z / dyf(y)e—Qﬂ'inye%rinx
0

In|<N In|<N
1/2

1 11—z
_ / dyf(y) D (x —y) = / dy f( + ) D (y') = / dyf(x + y)Dn(y)
0

—z —-1/2

wo y' = y — x. In der letzten Gleichung wurde die Periodizitit des Integranden benutzt (y' — y' + 1).

1/2

fn(@) - f(z) = / Y@ +1) = F@)}DN()

_1/

_ /1/2 dym+y—)—m sinm(2N + 1)y
1/ sin 7y

Dabei ist der erste Faktor des Integranden stetig in [—%, %]

Schliefllich gilt, unter Benutzung des Riemann-Lebesgue-Lemmas (2.2))
Jim (fx(e) ~ f() =0
— 00

Weitere Verallgemeinerung:

Satz. Sei f stetig bis auf endlich viele Unstetigkeitsstellen, die nur Sprungstellen sein sollen. Bis auf die
Sprungstellenn und weitere endlich viele Knicke sei f stetig differenzierbar und es sollen tberall Links-

und Rechtsableitungen existieren.

Dann

1. konvergiert f,(x) — f(x) gleichmdiflig in jedem abgeschlossenen Intervall, das keine Sprungstelle
enthdlt.

2. konvergiert f,(x) um die Sprungstelle xo gegen

2 (F(wo +0) + f(zo — 0))
den Mittelwert von limy~ 4, f(z) =: f(zo + 0) und lim, ~,, f(z) =: f(xo —0).

Bemerkunyg. 1. Abgesehen von Knickstellen schon bewiesen; bisheriger Beweis bleibt giiltig auch fiir
Knickstellen, da die Bessel’sche Ungleichung und das Riemann-Lebesgue-Lemma auch fiir diesen

Fall giiltig sind (ohne Beweis, siehe spéter).
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Mitschrift noch inkomplett. Korrekturen und Erginzungen sind noch moglich!

Gibbs-Phinomen (ohne Beweis) In der Nihe einer Sprungstelle wird f(z) von den Partialsummen

fn(z) um ca. 8,9% der Sprungweite iibertroffen, Zmax = O (7).

Beispiel.
1 0<z<m

fx) =

-1 < <27

P (@man) — F(@max) = 0179 ... + O (;)

1
LTmax = O (N)

2.2 Fourier-Transformation

Fiir die stetige und stetig differenzierbare, L-periodische Funktion f(n) gilt

o0 L/2 1 2 1 2
OEDY ( |, e ydy> el

Intuitiv: wenn L — oo

2mn
k=~ —
L
2
dk ~ —
L
= 27 o0
Z fN/_oodk
n=—oo

flzx) = \/% /_0; dk (\/127 /_Z f(y)e_ikydy> ok

In welchem Sinn gilt nun die Niherung; und fiir welche f(x) existiert f_oooo flx)e F2dg?

Definition. Sei S die Menge der unendlich oft differenzierbaren Funktionen R — C, sodass f und alle

ihre Ableitungen schneller als jede Potenz bei |z| — 0o gegen Null geht; das bedeutet mathematisch

sup xpf(q)(a:)‘ < o0 Vp,q €N
z€R

oder: es existiert ein z¢ > 0, sodass fiir |z| > xg
’:rpf(q) (x)‘ < const p,qg €N

oder
lim ‘mpf(‘”(x)‘ =0 Vp,q € N
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Mitschrift noch inkomplett. Korrekturen und Ergénzungen sind noch méoglich!

Beispiel.
L
et €8
1
— ¢S5
1+ 22 #
e ¢S
i ¢S
Bemerkunyg.

feS=rmMes
feS=paflx)es

wo p(x) Polynom.

Definition (Fouriertransformation). Sei f € S. Dann lauten die Fouriertransformation Ff und die

inverse Fouriertransformation F ! f
(FP)(k) = \/% [ e ke
1 o0 :
F'H(k :—/ k)elt* dk eR
Fow == [ swear

Satz. Wenn f € S, dann existiert Ff.

Beweis.

(FN)E)| = \ | e

< [ = [ o et /| £ (@)ld

c 2¢c
< —Qdm = — <
lz|>zo T Zo

Hierbei wurde benutzt, dass der linke Term wegen der Stetigkeit von f endlich ist. Weiters kann man xg

so wihlen, dass fiir |z| > z¢ gilt [f(z)] < 5.
O

Bemerkung. (Ff)(k) konvergiert fiir f € S absolut (ist dabei k-unabhéingig); und ist somit gleichmaBig

konvergent in k.

Beispiel.

fla) =o'
= (Ff)(k) = /2

Siehe dazu auch die Ubungen!

Definition (Gleichmifiige Konvergenz).

/OOO f(z,y)dz
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Mitschrift noch inkomplett. Korrekturen und Erginzungen sind noch moglich!

konvergiert gleichmdfig in y € [y,,y1] falls es zu jedem € > 0 ein N gibt, sodass fiir alle N1, Ny > N,

Y € [Yo, y1] gilt
Ny

flz,y)dz| < e

Ny

Die Funktionen

o(y) = / flay)de  stetig

g9'(y) = /oo 8f((;; W) g

nur wenn f:o g—’yc(x, y)dx gleichmifig konvergent in y.

2.2.1 Ableitungsformeln

(ff/)(k) = \/% /:XD f/(([)e*ikaidx = \/% f(x)e*iklriooo +ik /:)O f(x)ezkzdx:|
~ kN 00

Dabei wurde partiell integriert (das ist erlaubt, da (Ff’)(k) gleichméBig konvergent in k ist). Der erste
Term fillt dann weg, da f(x) € S.

Iteration fithrt zu hoheren Ableitungen:

(F19) () = R (FF)R)

(Ff) (k)= \/%TT _OO " ((fme—ikx) dz = \/% /_oo F(2)(—iz)e ko dy

= (F(=izf))(k) (2.7)

Hier ist mit f(x) € S auch iz f(x) € S. Da (F(—izf))(k) gleichméBig konvergent in k, durfte unter dem

Integralzeichen differenziert werden.

Iteration:

(FHD (k) = (F(~iz) D ) (k)

Insgesamt
(i) (FH)D (k) = (0P F (=iz)'f) (k) = F ((<i2)1)P) (k) p.g €N

Satz. Fourierreihe bildet S auf sich selbst ab, d. h. wenn f € S, dann auch Ff € S. (siehe Ubungen)

Satz (Plancherel-Gleichung). (ohne Beweis.) Fir f € S gilt

/m |f(2)Pda = /Oo [(Ff)(k)|dk

— 00 — 0o
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Mitschrift noch inkomplett. Korrekturen und Ergénzungen sind noch méoglich!

Satz (Faltungstheorem). Fir f,g € S gilt

F(f-9)=FfoFg (2.8)
F(fog)=Ff Fg (2.9)
v 1 < ! / !
(fog)($)=¢7?[mf(x )g(z —a)da" = (go f)(z) (2.10)
Beweis.

Ff-Fg= f / e flal )’ / e~ g(y/ )y
- / = / o) £(a) gy Yo' dyf

— E/ dxe—i’“ﬁ/_ f(x—y)g(y)dy
- / dze %2 (g o f)(x) = F((g o f))(k)
— F((f 0 9))(k)

In der dritten Zeile haben wir x = 2’ + %/, y = v’ und d2'dy’ = dzdy verwendet.

2.2.2 Anwendungsbeispiel der Fouriertransformation

Auffinden spezieller Losungen von Differentialgleichungen, z. B.

y' —y=1rf

bei vorgegebenem f € S.

Fouriertransformation der Gleichung

Fy'—Fy=Ff
—k2Fy—Fy=Ff
~(1+K)Fy=Ff

1

1+k2}—f

Fy=—

Riicktransfomation und Anwendung des Faltungstheorems [I.5] ergibt

- - 1 _
FlFy=y=-F 1(1+k2)o}‘ 'Ff

o) = (7 () o) @
o)== [ e war

da F~1 (1+k2) = \/5e Il (siehe Ubungen).
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Mitschrift noch inkomplett. Korrekturen und Erginzungen sind noch moglich!

Bemerkung. Vgl. frithere Formel fiir spezielle Losungen:

Homogene Losung 3"/ —y =0

Yy =e
Yy =¢e "
W = P =-2
T efz'f(l,/) T e:c' (1./)
L(z) = —e” 7dx+eﬂ"/ ——2dx
Yspez (T) /C1 ) -2

héngt mit obiger Losung zusammen:

1 [ / 1 [ / 1 [ '
_7/ e—|;r—:r If(:r/)dx/ _ _7/ e—w-i—w f(l,/)dx/ o 7/ =T f(x’)dx’
2] 2/ 2/,
1 z ’ 1 z ’ !
= —5/ e Tt f(w’)dx’+—§/ " f(2")dr' + Kie™™ + Kae®
c1 Cc2

Dabei sind K7 und K endlich, da f(z) € S.

2.2.3 Mehrdimensionale Fouriertransformation

Definition. Fir x € R" ist f(xz) € S5, wenn f beliebig hohe partielle Ableitungen besitzt und fiir
r= \/x%+x22+...+x% sowie fiir alle £ € N und fiir alle p=p1 +p2+ ... + ppn, p; € N

orf
lim |rF——L | =0
r—oo | Qxit ... dxb"
Beispiel.
e es
x?e_rz es
Dagegen eai ¢ S, da es mit 1 = 0 bei r — oo nicht abfillt.
T k1
Definition (Mehrdimensionale Fouriertransformation). Sei x = eR" k= e R™
Tn kn
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Beispiel. n =3, ¢,k € R®

f(a:) _ e—w2/2 _ ﬁe—wf/Q
, i=1
(Ff)(k) = [[ /2 = /2

=1

Bei allgemeinen f(x) faktorisiert (F f)(k) nicht!

2.2.3.1 Fouriertransformation einer radialsymmetrischen Funktion

T
Sein=3,z=| zy |,r=1+/2%+23+ 2% und f(x) = f(r). Denken wir uns k € R? fest,
T3

kx = krcosf
d3z = r2drsin 0d0d¢ = r2drd cos dé

wok=|k|,0<0<m 0<¢ <27 Dann ist

1 > o ' —ikrcos 6,2
G | dr/o d¢[1dcos9e rf(r)

_ 1 /Ood 1 —ikr cos 6 cos0=1 Qf( )
“enz )y ikt mAr

cosf=—1
(FHk) = \/zllc /000 dr f(r)rsinkr

Analog die Riicktransformation

(FF)(k) = (FFK) =

(FU)(r) = \/271« /OOO dk f (k)k sin kr

Wihlen Polarkoordinaten im R®

r1 =rsinfcos ¢
To = rsinfsin ¢

r3 = 1 Ccosf
mit 0 < 0 <7 und 0 < ¢ < 27; weiters

d3z = dzidaadagr?dr sin 0d0de

Wiéhlen x1, 9, 23-Achsen so, dass k || z3-Achse

ki =0
ks =0
k3 =0
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Mitschrift noch inkomplett. Korrekturen und Erginzungen sind noch moglich!

AuBlerdem k = |k|.
Beispiel.

)=e"" a>0

fr
\/§k|(]-"f)(|k|)/ drsin|k|re*m“r:1m/ dre=(e~ilkry.
0 0

1 o 1 (a +i|k|)2
—1 dre—(a=ilkDr,. _ | ,
ma—i|k|/o " T TRD? (@t k)2
2alk|
(a2 + k2)°

(FF)(k]) = \/f(i":)

In der zweiten Zeile wurde dabei partiell integriert.

[4] ARFKEN, G.: Mathematical Methods for Physicists. Addison-Wesley, 1981.
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Kapitel 3
Spezielle Funktionen

Funktionen wie die Legendre-Polynome (3.1)), die Besselfunktion (3.2)), die Hermite-Polynome (3.3) oder
die Laguerre-Polynome (3.4]) hingen mit den Losungen diverser Randwertprobleme zusammen, sowie mit

den Losugnen partieller Differentialgleichungen.

3.1 Legendre-Polynome

Definition. Erzeugende Funktion der Legendre-Polynome istﬂ

1
V1 —2xt+t2

wenn |1 — 2zt + t?| < 1, ergibt sich nach Taylor-Entwicklung und unter Anwendung des Binomischen

Lehrsatzes:

(1—2xt+13)712 = i ( _lé ) (~2at + %)’
ooo 1 l l
() (L)

1=0 k=0
=> > 2 R (—2z)!F (3.1)
1=0 k=0 ! k
wenn Doppelsumme absolut konvergent ist, also wenn [t?| < 1, |2z| < 1, kénnen wir umordnen
1 o0
e M1
Vi—wt+12 =
Beispiel.
1 T P
=1l——e+-e"+...
1+e 2 8

IDas ist ein wenig verwirrend, aber man gew6hnt sich daran
Tipp: = ist immer das, woraus die Polynome werden
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Mitschrift noch inkomplett. Korrekturen und Erginzungen sind noch moglich!

wo e = —2xt + 12 ) )
—1+mt+§(3x2—1)t2+...

VI—2xt+2

[LENRINIENCY

EEEEEE]

15

! ! !
-1 -0.5 0 0.5 1

Abbildung 3.1: Die ersten sechs Legendre-Polynome P,

Beispiel. Seien z,z’ € R®, R = |z'| > r = |z|.

1 1

|z —x'|  VrZ+ R2 — 2Rrcosa
_ 1 1 (32)
R\ /T—2(%)cosa+ (&)? '

1 & r\!
1S ma(5)
xXr
r
x!
R

Abbildung 3.2: Additionstheorem der Legendre-Polynome
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Mitschrift noch inkomplett. Korrekturen und Ergénzungen sind noch méoglich!

Wir fithren nun den neuen Summationsindex n =1+ k in ein:

o0 kmax 1
1 l
(1 S _|_t2)71/2 — Z Z < l2 ) ( By > tl+k(_2xt)l7k

n=0 k=0
00 Kkmax
— Z ( _% > < n—Fk ) (_2)71,—2k$n—2ktn
nokso \ Nk k
=Y Py(x)t"
n=0
Dak<l=n-—k, gilt
Kmax 1
Pn(a:) — ( 2 ) ( n—Fk > (_2)n—2kxn—2k
o \. n— k k
mit
o n gerade
kIIlaX - 2 g
an n ungerade

Wir betrachten die einzelnen Faktoren:

() B Goner)on
(n—k) Faktoren
< n—k > _ (=R
B (n—2k)K!

e B (_Z)nfernfk(_l)k
(_2) 2k _ o

und damit

( -1 ) (nk>(2)n2k 1-3-...-(2n—2k—1)-(2n—2k) - (2n —2k —2) - ...

n—k k (n— k) (n—2k)! Kkl 27

und daraus schlieflich die

3.1.1 Explizite Formel fiir die Legendre-Polynome

Kon:
iy (2n — 2k)! g2k
Py(x) =) (1" -
— (n—k)!'(n—2k)k!2
I 5 n gerade
21 1 ungerade

3.1.2 Formel von Rodrigues

1 dn
ol dgn

P, (x) (z? —1)"
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Mitschrift noch inkomplett. Korrekturen und Erginzungen sind noch moglich!

Beweis.
d» N dr n n N
(@ =1 = ?Z < L ) (—1)ka?n=h)
k=0
krnax
:Z n (— 1)k & (2n — 2k)! =2k
=\ k (n —2k)!
_ o n! (_1) (2n — Qk) n—2k
N Pt (n— k) E! (n — 2k)!
mit
. 5 n gerade
- "7_1 n ungerade

O
3.1.3 Integraldarstellung der P,
2 _ n
Pn:i,/i(z DU
271 Jo 27(z — x)n Tt
C ... geschlossener Weg um x
Beweis mittels Cauchy’scher Formel fiir Ableitungen
! d
gy = M [ _fl)dz
f) 2772'/0 (z — z)ntl
wo f(z) = go7 (22 — 1)” gesetzt wird.
3.1.4 P, und DGL
Es gilt
(1—a2?)P) —22P, +n(n+1)P, =0 (3.4)
Beweis. Sei v ein geschlossener Weg um .
1 (z2—=1)"(n+1)
Plz)=— [ L 2 T4
n(ﬂ?) i [y 2”(2’ _ x)n+2 ?
1 (22 =1)"(n+1)(n+2)
Pl(z) = — d
n (l‘) i [y 2"(2 _ x)n+3 z
Einsetzen:
n+1 (22 —1)"dz n —|— 1 (2% —
o /27L(z—x)"+3 [(1—2®)(n+2) —22(z —z) + n(z — 2)*] = / ”(z—a: = [2(n+1)z(zfx),

2 _ n+1
:nﬂ J G
2mi2r ), dz [ (2 —x)nt2

38
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Mitschrift noch inkomplett. Korrekturen und Ergénzungen sind noch méoglich!

3.1.5 Normierung, Orthogonalitit

1
2
P.(2)P ==
/_1 (@) Py () da 2n+16nm

Beweis. Wir multiplizieren die DGL fiir die Legendre-Polynome (3.4)) P,, mit P,, und jene fiir P, mit

P,,; dann bilden wir die Differenz der so erhaltenen Produkte:

Lﬁc (1-2?) (pmdg - pnddpgﬂ + [n(n+1) — m(m + )P, Py =0

dp, dpP\1" !

(1-2?) (Pp—" — P——— + [n(n+1) — m(m + 1)] / P, (z)Py(x)dx =0
dx dz 4 1

Im letzten Schritt wurde zwischen —1 und 1 integriert; der linke Term verschwindet dadurch offensichtlich.

Damit nun )

[n(n+ 1) —m(m + 1)] /71 P, (z)Py(z)dx =0

muss, falls m #n

/_ 11 Py () Py (z)dz = 0

Fiir m = n gilt unter Verwendung der Formel von Rodrigues (3.3]) und weiters durch partielle Integration:

/11 Po(2)2ds = ﬁ /11 ((f; (=2 1)”> (;L (=2 - 1)") do

2
1 dn—l ) n d” ) n 1 1 dn—l ) ) n
22n(n!)2 dl’n71 (Z - 1) @ ( - 1) . - /_1 dxnfl (Z - 1) W (Z - 1) dx

—...—(‘1)”/1 2o ey,

- 22n(nl)2 1 dz2n

= (4)71%/ (2> —1)"da (3.6)

-1

Im letzten Schritt wurde verwendet, dass
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Mitschrift noch inkomplett. Korrekturen und Erginzungen sind noch moglich!

Weiters gilt, wieder unter Verwendung partieller Integration

! n n n ! n—1 n+1
/71(271) (z+1)"dx=— +1/ z—1D"""(z2+1)""dx=...
) 1

= (- )7 (z+1)2"*1dx

n)!

2

(n))? <z + 1))
(

(

= (="

2n)! 2n+1

n[) 22n+1

-1

Setzen wir dieses Ergebnis in Gleichung [3.6] ein, so ergibt sich schlielich

Py (2)2dz =
/,1 (@)"de = 5=

Damit stellen die Legendre-Polynome P, (x) ein orthogonales, normiertes Funktionensystem dar.

O

Bemerkung (Entwicklung von Polynomen nach Legendre-Polynomen). Sei p,(z) ein Polynom n-ter Ord-

nung in z. Dann lidsst sich p,(z) durch die Legendre-Polynome Py(z), ..., P,(z) ausdriicken:
pn(2) = agPo(2) + a1 P1(2) + ... + anPa(2) (3.7

Fiir die Koeffizienten a,, folgt durch Integration von Gleichung [3.7] und Anwendung von Gleichung [3.5]

! 2
/ Pn(2) P (2)dz = am
. 1

2m +

Bemerkung (Entwicklung von Funktionen nach Legendre-Polynomen). Sitze iiber Konvergenz (ohne Be-

weis) dhnlich wie bei Fourierreihenentwicklung.

f(x)ZZan n

2 1
ap = n+ / f

Z.B. gleichmiBige Konvergenz fiir auf [—1, 1] stetige, stetig differenzierbare Funktion.

Definition (Assoziierte Legendre-Funktionen).

Beispiel.
Pi(z) = (1-2%)"?

Beispiel. Die assoziierten Legendre-Funktionen P bilden eine Orthonomalbasis (ohne Beweis). Es gilt
z.B.

2 (n+)!
“on+1 (n—1)!

/Pm 2P (2)dz =
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Mitschrift noch inkomplett. Korrekturen und Ergénzungen sind noch méoglich!

Bemerkung. PJ*(x) =0 wenn m > n

Differentialgleichung Assoziierte Legendre-Funktionen P™

1— 22

(1—2?)P") + <1(z +1) - m ) P =0

3.2 Besselfunktion J,(z)

Erzeugende Funktion:

e2(=1) ¢ e\{0}

Entwicklung in Laurentreihe:
o0

e%(tf%): Z t" Jp ()

n=—oo

zur Erinnerung: f(z) singuldr bei z = 0

flz)= Z anz"

1
gt [ L0
), w
v ... geschlossener Weg um 0

daraus folgt:

2z

x

substituieren w =

Abbildung 3.3: Die ersten drei Bessel-Funktionen J,
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Mitschrift noch inkomplett. Korrekturen und Erginzungen sind noch moglich!

Es heben sich alle Potenzen weg, aufler jene, wo % stehen bleibt:

z _
=) i
k=0
efﬁi 7% (71)7” I2T
N — ol (42)"

oo oo
- (_1)r (I)n+27‘ 1 1 k-1
M) =2 (5 2211 27 e

wenn n > 0: 64 nyr

i 1) x\ nt2r .
I () ZO r'En—:r)' (5) konvergiert Vz

(siehe dazu auch Ubungsbeispiele fiir n < 0: J,,(z) = (=1)"J},(z))

Behauptung. J,, erfillen die Bessel’sche DGL

2
N T L W A
L A 2

Beweis: analog zu Legendre-Polynomen mittels Integralformel fiir J,,(z) (siehe auch hier Ubungen; man

12
verwendet f7 dz% (ez_ﬂz_"_l) =0).

Auch die Besselfunktionen bilden eine Orthonormalbasis.

3.3 Hermite-Polynome

Definition.

o0
e*t2+2m’ _ Z Hy,(z) m

n!
n=0

Beispiel.

. 1
et H2T _ 1 _ 42 + 2tx + §4t2x2 +...

1
=1+2mt+§(4m2—2)t2+...

Hy=1
H1:2$
Hy =42 -2
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Mitschrift noch inkomplett. Korrekturen und Ergénzungen sind noch méoglich!

i H
-10 I
0 2

Behauptung.
B 2 d” 2

Beweis.

2 d” 2 2 d” 2 2 d 2
(_1)new e — (_1)71635 76_($_t) _ (_1)nem = (==t
dan da™ =0 din =0
n 00
S
~dtn im0 KD At |
— H,
=Y ?fankk = H,(x)
k=0

3.3.1 Integraldarstellung

n 2 1! e *

geschlossener Weg um 0

3.3.2 Differentialgleichung

H! —2zH! +2nH, =0

(ohne Beweis; analog zu Legendre-Polynome, Besselfunktionen)
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Mitschrift noch inkomplett. Korrekturen und Erginzungen sind noch moglich!

3.4 Laguerre-Polynome L, (x)

3.4.1 Erzeugende Funktion

o—ut/(1-t) o0

1-1¢

|
~
3
—
s
-
3
=~
A
—

Die L, (x) sind die Koeffizienten der Taylor-Reihe.

3.4.2 Integraldarstellung

1 eizl—z

Ln(@) = 271 Jo (1= z)zntt dz

C'...geschlossener Weg um 0 ohne 1 zu umschlieflen

Behauptung.
e’ d"

n! dx”

L,(z)=

20

33535355
W
AR WN RO
I

5E Y

\ i / E H i
10 H / i ! i
\ / i i

L(x)

10 ‘ L P

Abbildung 3.5: Die ersten sechs Laguerre-Polynome L,

Beweis. Einsetzen in Integralformel

=T baw. w= 2
w 1-2
dZ:dww—(u;—x)dw:%dw
w w
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Mitschrift noch inkomplett. Korrekturen und Ergénzungen sind noch méoglich!

w—x 1

—x

1 e VT xdw
Ln(.%‘) = 7% (1 _ w—z

27 — )(%)”‘H w?
1 1
— T aZ —w—+x 1—2+n+17d
o [Ye v (w —x)ntl v
1 1
— T n,—w d
¢ o Ww ¢ (w —z)ntl v
ez dn n_ —x
=)
O
3.4.3 Assoziierte Laguerre-Polynome
L) = ()" L)
nAt dgm ™

3.4.4 Differentialgleichung

zL)+ (1 —2)L,, +nL, =0
sl + (1+m —x) LY +nL" =0

(Beweis mittels Integraldarstellung)

3.5 Kugelfunktionen Y™ (9, ¢)

Definition.
m I-m)! pm im
iflm(’ﬂ, (p) = (_1) 227—;1 El—i—m,g!‘Pl (COS/I?)e Y m 2 0
(=™ (Ylim('ﬂa 90))* m <0
WO
1=0,1,2
m=—l,—1+1,...,1—1,1
v e (0,7 ¢el0,2n]
Beispiel.
1 1
Yy =  —P%cos?) = —
0 \/E O( ) \/E
1
3
Ylo = In cos vV
o= 3 sin Yet™®
! 8

Bemerkung. Die Kugelfunktionen sind beziiglich des vollstéindigen Orthonormalsystems der (assoziierten)

Legendrepolynome definiert.



Mitschrift noch inkomplett. Korrekturen und Erginzungen sind noch moglich!

Sie bilden daher selbst ein vollsténdiges ONS fiir Funktionen, die auf der Einheitskugel definiert sind
(d.h. von (¥, ¢) abhiingen).

Insbesondere kann man zeigen, dass:
T 2m ,
/ sin ¥ dd / dp Y1 (9, 0) Y (9, ¢) = dnns Omme (3.9)
0 0
Es gilt das wichtige Additionstheorem:

47

Pi(cosa) = T

l
> YW, )Y (0, ) (3.10)
m=—1

wo « der Winkel zwischen (1,9, ¢) und (R, 0, ¢) ist

sin ¢ cos sin 6 cos ¢
cosa= | sindsing || sinfsing
cosv cos

= gin ¥ sin 6(cos ¢ cos ¢ + sin p sin @) + cos ¥ cos §
= sin¥sin 6 cos(p — ¢) + cos ¥ cos

(0, 0)

(R,0,9)

Abbildung 3.6: Additionstheorem der Kugelfunktionen

Beweis. 1. Zlmz_l Y (9, )Y (0, ¢)
ist unter Drehungen des Koordinatensystems invariant (Darstellungstheoreme, Drehgruppe, Ubungs-

beispiele)

2. wéhlen ¥ = 0, also cosa = cos 6

l

l
mx m 20+1 (1 —m)! m —im m im
Z Y, (0,9)Y," (o, ) = Z i El erg!Pl (1)e™"™ P (cos a)e'™?

m=—1 m=—1
l

2041 (1 —m)! "
SR e

20+ g C20+1
=i P (cosa) = i Py(cos a)
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Mitschrift noch inkomplett. Korrekturen und Ergénzungen sind noch méoglich!

3.6 Gammafunktion I'(x)

Wir betrachten zunéchst fiir o > 0

/ efozt dt = _lefat _ l
0 (0% 0 «
differenzieren n-mal nach «
00 n_—at o nn(n—l)l_ " n!
o= IR —

multiplizieren mit (—1)" und setzen

a=1: / t"e tdt=n! n=1,23,...
0

Definition. -
I(z) = / t"le7tdt zeRT
0

Beispiel.
/ t"e~tdt = n!
0
o0
(1) :/ e tdt=1=0
0
/

o0 1 2 oo
t~ze tdt = \2[/ e T 247

mit t = T—;, dt = 7dr = \/§t1/2d7'.

I

Abbildung 3.7: Die Gammafunktion I'(x)

Es gilt:

I(z+1) =al'(z) r € RT
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Mitschrift noch inkomplett. Korrekturen und Erginzungen sind noch moglich!

oo o0
/ t° eTtdt = t“’(—e*t)g"—/ dt xt* 1 (—et)
o T T ST
0
oo
= x/ t*~letdt
0
= zl(x)

Definition. Wenn z € R™\{—1, -2, -3, ...} kénnen wir I'(z) := %F(a: + 1) definieren.

Beispiel.

Bemerkung. Fir x € {0,—1,-2,-3,...} ist I'(x) singulér!

Beispiel.

1
lir% I'(e) = lim =T'(1 +¢)

e—0 €

1
= lim — lim I'(1 + ¢)

e—0 € e—0
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Kapitel 4
Theorie der Distributionen

Motivation: Dirac’sche Delta, funktion® o

o =0
/ 5(x) f(x)de £ £(0)

Mathematisch konsistenter Formalismus: Distribution ist ein lineares, stetiges Funktional iiber den Raum
der Testfunktionen S

Anwendung: Greensfunktionsmethode zum Ldsen von inhomogenen DGL.

4.1 Grundlegende Definitionen

Die é-Funktion und andere ,,singulidre* Funktionen kommen i. A. nur in Zwischenrechnungen vor. Im End-
resultat fehlen sie entweder vollig oder sie treten unter einem Integralzeichen als Faktor in einem Produkt
mit einer ,, geniigend“ braven Funktion auf. Es ist nicht n6tig zu iiberlegen, was eine singulére Funktion
ist, sondern blof}, was das Integral iiber ihr Produkt mit einer solchen ,braven“ Funktion bedeutet. Dazu
betrachten wir zunéchst einige Eigenschaften der Schwarz’schen Klasse S, die schon in Abschnitt

eingefiihrt wurde.

Raum der Testfunktionen S (Schwarz’sche Klasse) Menge der unendlich oft differenzierbaren
Funktionen f : R — C, sodass f und alle ihre Ableitungen schneller als jede Potenz von x bei |z| — oo

gegen Null geht.
Beispiel. e *° €5, 2%¢ " € 5, e ¢ S
Definition. Die Abbildung g: S — C, v € S — ¢g(v) € C heifit Funktional iiber S

Definition. g heifit lineares Funktional iiber S, falls

g + pye) = Ag(m) +pg(r2) woApueC, yi,72 €8
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Mitschrift noch inkomplett. Korrekturen und Erginzungen sind noch moglich!

Definition. g heifit stetiges lineares Funktional iiber S, falls fiir Folgen ,, € S, die gegen v € S im Sinne

von -
|z|” — (yn(2) —v(ac))‘ =0 Vp,m=0,1,2,3,...

lim max
dxm™

n—oo reR

konvergieren, gilt, dass lim, .o g(7n) = 9(7)

Wir bezeichnen g auch als temperierte Distribution, alle solchen Funktionale bilden den Raum S’

Satz. Fiir jede temperierte Distribution g € S’ gibt es eine (so genannte regulire) Folge g, € S, sodass

oo

g(y) = lim dr gn(x)y(z) Vye S

n—oo
— 00

Wir nennen ~ Testfunktion.
Definition. 2 regulire Folgen {g,}, {h.} heiflen dquivalent, wenn V~y € S gilt:

o0 o0

lim gn(x)y(z)dr = lim hn(z)y(x) dz

Bemerkung. Regulire Folgen sind in Aquivalenzklassen geteilt. Alle reguliren Folgen aus einer Aquiva-

lenzklasse definieren die selbe Distribution.

Beispiel.

Bemerkung.
3(y) =~(0)
Beweis.
n & 2 n o 2 n %) .
_ —xn dr = e —z“n . o) d 0 n —2%n g
7T/—oo v(z) dz 77/—006 (v(z) = v(0)) d + ~( )\/;/_we T
—_——
VE
weiters:
x d’y ,
Iv(z) =v(0)] = ?dx < const. - x
0
da (i?/ € S, gibt es ein & € [0, z], sodass ((11;*, ¢S i;/ o const. V¢ € [0, z]
0

(jede Funktion aus S stetig, fillt gegen 0 ab, muss dazwischen Max/Min haben)

n
= —
s

n o const. 1 ,—
< const. - \/72/ ey dy = "=
N—

2|°°7i
0

| e a@ -0

_lg—ne
™ ™

Bemerkung. {\/ée_g”zn} und {, / 37”e_3”2"} sind dquivalente Folgen fiir §.
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Mitschrift noch inkomplett. Korrekturen und Ergénzungen sind noch méoglich!

4.2 Konventionelle Funktionen als Distributionen

4.2.1 Motivation

gyeES fxeR—-C
gly) = lim [ gn(2)y(2)dz f(x)

Fiir Distributionen wir haufig auch die rein symbolische Notation, die das gleiche bedeutet, verwendet:

awz/wawwmm

— 00

Beispiel.

50) = [ son(ada

Analog schreiben wir (Fd)(y) = \/#271(7) symbolisch als

| @ = [~ —aar

oder, noch weiter symbolisch:

oder, noch weiter symbolisch:

1 o ; 1
S —1k:};d _
V2T /_Oo (x)e . V2T

{ /_ Z 5(x)} k0 fdp) — 1

also geméf symbolischer Regel (als ob wir [*_§(z)e™**da = e_“”| verwendet hétten) mit Streichen

=0
(hier durch geschwungene Klammern symbolisiert).

4.2.2 Formale Diskussion

Sei eine konventionelle f : R — C gegeben

| f(2)|de
/mu+ﬂw<”

Wenn es ein p € RT gibt, sodass

kann man eine regulire Folge f,, € S explizit angeben, die eine Distribution mittels des konventionellen

Integrals iiber f definiert. Wir bezeichnen diese Distribution kurzerhand mit f.

f0)= [ f@nia)da
Das Integral auf der rechten Seite ist dabei nicht symbolisch gemeint, sondern als konventionelles Integral

zu verstehen. Vorsicht ist insofern geboten, als f hier sowohl eine Funktion wie auch eine Distribution

bezeichnet.
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Mitschrift noch inkomplett. Korrekturen und Erginzungen sind noch moglich!

Beispiel. f(z) =
1 ist offensichtlich auch temperierte Distribution, da:
/ * 1dzx < ]
—— <o, pu=
oo L+ a2
und geméf vorigem Satz
[o ]
10)= [ 19(@)ds
— 00

12
tatséchlich existiert eine regulére Folge, die das bewirkt: {e’T}

Beweis.
0 R oo 2 o
/ e " /My (z)de = / (e /™ = 1)y(x) da +/ () de
9. A= /n 2
0
e <2 [ o) a2
oo N J_ oo [N—~— n
es
weiters:

Beispiel. f(z) ==z

Beispiel. f(x) = 0(z)

Beispiel. f(x) =In|z|

° ln|z|dx <
oo 1422 >
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Mitschrift noch inkomplett. Korrekturen und Ergénzungen sind noch méoglich!

infel() = | " ooy () de

— 0o

Héufige Schreibweisen fiir Distributionen:

Diese letzte Schreibweise wird sehr gerne von PhysikerInnen verwendet. Man beachte aber die zugehorige

Definiton mittels regulérer Folgen!

4.3 Rechenregeln

4.3.1 Summe

Seien:
{gn} regulire Folge fiir g
{hn} regulédre Folge fiir h

Definition.

oo

(g+h)(y) = lim (9n(x) + hn(x)) v(2) dz = g(7) + h(7)

n—oo
— 00

(g+n)(v)=g(y) +h(y)

4.3.2 Lineare Transformationen

Sei {g, } reguliire Folge fiir g

Definition.
(glar +8.7@) = T [ gafar+On()dr
= lim_ _Z gn(iv')%ﬂ (gc:b) da’
— nlgr;o Zgn(x)ki"y(CEa_b) dz

In der zweiten Zeile wurde o’ = ax + b gesetzt, wobei auch g, (z') € S.

(gaz +b),7(z)) = (Q(x>’|17<x—b>>

al a

33



Mitschrift noch inkomplett. Korrekturen und Erginzungen sind noch moglich!

Beispiel.
(0(z — x0),7(x)) = (6(x),v(z + z0)) = V(o)

In anderer Schreibweise:

Beispiel.

4.3.3 Produkt

Das Produkt zweier Distributionen ist im Allgemeinen nicht definierbar.

{on}t = {\/ﬁezzn} ...0 — Funktion
™

oo

Beispiel.

277

g'(n) = lim [ g(x)y(z)dz

< /2
= lim ,/E/ \/—ne_wz%'y(x)dx
n
= 1. _— =
Y 20 =0

Definition. Eine Funktion ¥(x) heifit schwach wachsend, wenn sie unendlich oft differenzierbar ist und

wenn fiir alle £ =0,1,2,3,... ein festes ng € N existiert, sodass
dk
lim |27 —V(x)| =0
Beispiel.
U(z) = ax? —52° Polynome
e’ €S
e ” nicht schwach wachsend

Satz. Wenn v € S und ¥ schwach wachsend, dann ist Uy € S

Beweis. Z.z., dass Vr,k € N

dk
A | gE V(@) =0
Ein typischer Term von %\I’y ist ‘éx‘l’ (f:k—_; :
dsw dk—s dsw dk_s’)/
lim xr—s ——7| = lim as_”o—s T+n°? =
|| — o0 dzs dx |z|—o00 dx dz
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d*—y geht

Dabei geht der Faktor =0 9% gegen Null, weil ¥ schwach wachsend, und der Faktor z"+"o e

das

gegen Null, weil v € S ist.
O

Definition. Sei g temperierte Distribution und ¥ schwach wachsend

(vg)) =t [~ W) (e)o(a) da
(<)

= lim gn(z) ¥(z)y(z) do
T T
= g(¥7)

(Wg)(7) = g(¥y)

Beispiel.
(x0)(v) = 5(@/) = 27(2)|a=0 =0
es
kurz
0 = 0
(@d)(v) = 0(7)
0 = / 0-v(z)dze =0

4.3.4 Differentiation von Distributionen

Definition.
g'(7) = lim g (x)y(z)dz
=00 J oo~~~
€s
= i [non@I= ~ [ gutarwas]
=0—-g(v)

Der linke Term verschwindet, da der Integrand Element von S ist.

g(v)=—-9()
Beispiel.
O'(y)=-0O() =— /jo O(x)y (x) dx
- _/OC Y (z)de = —(z) [5° = +7(0) = d(7)
0 €s
also kurz:
0 =4
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Wir kénnen mittels Ableitung weitere Distributionen definieren

Beispiel.
2™ () = In|z['(7)

Der natiirliche Logarithmus In |z| ist hier als temperierte Distribution — wie bereits bekannt — gemeint.

Kurz:

7! =1In|z|

Bemerkung. Wenn g temperierte Distribution und ¥ schwach wachsend gilt:

(Tg) =W'g+ Uy

Beweis.

(Tg)'(v) = —Pg(7') = —g(¥y') = —g(=¥'y + (¥7)")
= —g(=¥'y) = g((¥y)) = Vg(v) + ¢'(¥y) = Vg(y) + ¥g'(7)

Jede Distribution ist darstellbar als Ableitung einer stetigen und schwach wachsenden Funktion

Beispiel.

(20) =10+ 20" =0 + =0(y) (4.1)

0
~~
0

Wer’s nicht glaubt:

umwn=ﬂwww=—mm0=—[f@unvm=—émmwwm

oo+ [ = [ Oane) do = o()

Bemerkung. Temperierte Distributionen haben beliebig hohe Ableitungen
Beispiel.

9"(1) =—g'(") = +9(v")

8" (7) = 8(y") =~"(0)

Satz. (ohne Beweis)

Jede temperierte Distribution ist darstellbar als (mehrfache) Ableitung einer stetigen, hochstens schwach

wachsenden Funktion

Beispiel.
§ = (20)"
(z0)" = ((20)) =0' =46
——
e

unter Benutzung von Gleichung
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Abbildung 4.1: 20 (x)

4.4 Fouriertransformation von Distributionen

4.4.1 Kurze Wiederholung der Fouriertransformation

Siehe auch Abschnitt mit f €S, keR:

(FF)(k) = %27? / T @) da

(Ff) ist kein Funktional, sondern Definition der Fouriertransformation. Diese

e ist gleichméfig konvergent in k € R
e bildet S auf sich selbst ab, d.h. wenn f € S = FfeS

Beispiel. f(x) = e~ 7/2 = (Ff)(k) = ok /2

Umkehrtransformation

Rechenregeln Es gilt fiir f, g € S

FUFH=FF =1

Differentiation

(Ff) (k) = ik(F f)(k)
(FF) (k) = (F(=izf)) (k)
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Faltungsformeln
F(f-9)=FfoFg (4.4)
F(fog)=Ff Fg (4.5)
WO
(Foa)e) = o= [ 1@)gta—o')ds’ = (go N (4.6)
g N g g :
Multiplikation

/ T (FH@)g(x) do = / " J@)(Fg) () da

/ T F ) @)gle) de = / T H@)(F ) () da

4.4.2 Fouriertransformation einer temperierten Distribution

Definition.
Foe): = Jm [ (Fo)ene)de
= HILH;O _00 gn (@) (Fv)(z) dx
= 9(Fv)
(Fg)(v) = 9(F7)
Beispiel.
(Fo)(v) = 6(Fv) = (F7)(0)
= \/%/7 ’y(x)&l(f/ dz = [ \/%’y(x) dx
— L( ) 1
1
Fé= Nors
Beispiel.

Foe) =1 = [ T (P (@) da

= /_O:O(ﬁ)(k) dk = m% /_O;(}'v)(k)eiko dk

= V2r (F~1(F)) (0) = V277(0)
= V2mo ()

F1 =276
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Definition.

Fla) = dm [ (Flg)an@)d
= nh_)rr;O _OO gn(x)(}"_lv)(x)dx
= g(F ')

(Fl'9)(v) = g(F ')
Es gilt:
F(F g = g
F N Fg) =g
Beweis.

F(Fg) () = (F'g)(Fv) = g(FH(Fy)) = g(v)

Weitere Formeln:

Fg = izFg
(Fg)' = F(-izg)
Bemerkunyg.
1
Fo=—
V2T

hat die sehr hiufig verwendete dquivalente Notation

1

1 o :
§ —1kxd _
V2T /_oo (@)e v V2T

bzw.
o .
/ S(x)e *edr =1
—00
so, als ob wir ¢~k = 1 verwendet hétten.

z=0

Ahnlicherweise schreibt sich

Fl =276

als

\/% [ Ooe*““f dz = V2rd(k)
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sodass formal (stimmt natiirlich von der Schreibweise her so nicht — kann 1 nicht fouriertransformieren —

ist aber kurz und trotzdem richtig)
1 >~
— e F dy = §(k)

2 J_ o

4.5 Faltung von Distributionen

Faltung ist selbst etwas dhnliches wie Distribution...

Definition. Seien ¥ eine schwach wachsende Funktion mit zugehériger regulirer Folge {U,,}, wo ¥,, € S,
sowie Funktion f € S gegeben. Dann gilt

(ELe FD) = Jim —— [ F) e FED -y

~~ =~ n—oo \/ﬂ U N g
es’ cs cR pe pe
Einschub:
(FHk—p) = \/%T [ Fle)e P gy
= L - —ikx |ipx
- \/ﬁ [w f(:E)e e'P* dx
= (F1(f@e™) )
somit:
(F¥oFf)k) = lim — /OO U, (p) (FF~' (f(2)e™™)) (p) dp
n— oo \/ﬂ oo n
=t = [ w0 <P>Z‘“‘p dp
€
= \/% Y@ p)e dp = F(LS)(K)
also:

(FUo Ff)(k) = F(Vf)(k) (4.7)

Definition (Faltung von Distributionen). Ahnlich wie das Produkt ist auch die Faltung von Distribu-

tionen nur eingeschrénkt moglich.

Sei g temperierte Distribution, {g, } die zugehorige regulére Folge, g, € S, ¥ schwach wachsende Funktion.
Dann ist, unter Verwendung von Gl.
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o0

(FUoFg)(y): = lim (FU o Fgp)(z)y(z)dz

n—oo
— 00

o0

:nli_{rgo 3 (F(Pgp)(z)y(z) dz

oo

= lim [ gn¥(2)(Fy)(x)de

= Vg(F)
= (F(¥g))(7)

FUoFg=F(¥g) (4.8)

Beispiel. ¥ =1,g=1

FloFl1=F1

V2md o V2wd = V271
1

0o =—0
° V2T

Beispiel. v =1, g=F"'h

N

V2rdoh = F(F 'h)=h
1

doh = ——h
2

In dquivalenter Notation schreibt sich

0

als

so als ob wir

verwendet hétten, dhnlich

so als ob wir

verwendet hétten.
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Behauptung.
(FpoFg) = (Fp) o Fg=Fipo(Fg)

Beweis. Wir benutzen Gleichungen (4.5) und (4.3))
(FyoFg)' = (F(bg)) = F(—iz(vg))
Nun ist einerseits

F(~ia(yg)) = F((~izy)g)
= F(—izp) o Fg
= (FY) o Fyg

und andererseits

F(—iz(vg)) = F((~izg))
= Fip o F(—ixg)
=Fpo(Fg)

Korollar:(Fi o g) = (Fy) og= Fihpog

4.6 Temperierte Distributionen im R”"

Definition. Fir x € R"™ ist f(xz) € S, wenn f beliebig partielle Ableitungen besitzt und fir r =
N ]

. oPf
lim

k
’
r—oo | Qai'Oxh? ... 0xhr

=0 Vk,Vpir+ps+...+p, €N

Beispiel. Bsp: ™" € S, ac%e”2 €S, e ¢ S (fallt nicht ab, wenn 21 =0, r — oo

Definition (Temperierte Distribution). Mittels regulérer Folgen und Testfunktionen aus S kann direkt
fiir R™ verallgemeinert werden.

Es reicht, fiir y(x) € S die spezielle Wahl y(x) = v1(z1) +v2(z2) +. . . +n(zn) wo alle v;(x;) € S, z; € R

Rechenregeln im R™ analog zu vorher.

Definition. Direktes Produkt von temperierten Distributionen.
Sei g1, g2 temperierte Distribution auf R"”
Sei f1, fo Testfunktion auf R™
(910 92)(m2) = 91(71)92(72)
Beispiel. 3 Funktion im R3
8°(7) = 81(1)d2(72)d3(73)
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Bemerkung. f(z) ist selbst Distribution

-/ O;f(w)v(w)d .

(z)|d"x

wenn Jv € R, sodass [~ (HTQ)U

Beispiel. z € R?, f(x) = 1 ist selbst Distribution (v = 2):

27 27 o) o]
1 1 r
d d sin ¢ dr-———— =4 dr—= <
/0 @A S1n /0 T T’/‘ (1+7‘2)2 WA T(1+T2)2 o0

4w

Wichtige Formel: Sei € R3
1
A= = —4r§? (4.9)
r

1
A— = 47163 x € R
|z|

ﬁist Distribution und gleichzeitig selbst Funktion im R?

Beweis.

1 1 2 o 2 170 ,0 1 0? 1 o . 0
(87) 0= pan = [ a0 [Cavsino [ rtarl 5[5t Fv S+ G g0

~ und alle Ableitungen stetig, also z.B. periodisch in ¢ — ¢ + 27

27 27
>, e (38) =
0

=0

auch

=0

/dﬁ— (bln08g>_bln9 8W
Al ()—/%daﬁ/ﬂd&'e Tartd (29
T V= 0 0 St 0 Tr@r " (‘37‘7

2 ™ o0
— : 1 287 o] _/ 28,7
_/0 d(;S/O dfsind Lr 10 ; dr (— ) 5

27 T
/ dgzﬁ/ dfsin 6 [0 — v(r sin 6 cos ¢, r sin 0 sin ¢, 7 cos 0)|.—¢]
0 0

sodass

—47~(0,0,0)
= —478°(7)
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4.7 Greensfunktionsmethode

Erlaubt spezielle Losungen von inhomogenen, linearen gewohnlichen, aber auch insbesondere von inho-

mogenen, linearen, partiellen DGL zu finden.

D ... linearer Differentialoperator
gesuchte Funktion

f ... inhomogener Term der DGL
Beispiel.

xeR D=A

Ay=e7"
Definition. Eine temperierte Distribution G, welche die DGL
DG =9

16st, heift Greenfunktion der DGL Dy = f

Satz. Wenn f=FV, wo ¥ schwach wachsende Funktion ist, dann gilt:

Yspez = V 27G o f

Beweis. Wiederholtes Anwenden der Ableitungsformel fiir Faltung ergibt:

Dyspez=m(DG)ofzméofzm\/%f:f

O
Beispiel.
x €R3
Ay=f, €58
wissen schon: Aﬁ = —4ns®
11
=>G=—-———
47 | x|

— 1 1
= Yspez — 2r | —— | — o f
47 ) |x|
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f und ﬁ sind selbst wieder Funktionen, kann daher integrieren:

LOOB/ 1

Yspez = _471_

} Py f(x) (4.10)

4.8 Nichtlineare Variablentransformation der /-Funktion

Satz. Wenn f(x) n Nullstellen xq,,xo,, ..., o, hat, stetig differenzierbar und monoton in Umgebungen
der Nullstellen xq, ist, weiters f'(xo,) 20 Vi=1,2,...,n dann gilt

500 =Y )

Beispiel.

f(x) =2% a2 z0, = —a, 20, = a
/

f'(x) =2z, f'(a) # 0, f'(—a) #0

Sattelpunktmethode

sei F(z) >0, €8

lim e F@ny(z)dz ~ lim e_F(mo)”'y(xo)/ ez (o) F (o) gy

wo xo Extremwert von F, d.h. F'(zp) = 0 und Taylorreihenentwicklung verwendet wird

F(x) = F(z0) + (z — z0) F'(20) +%(m —20)*F"(20) + ...

——
=0
Hier: -
lim/ \/ﬁe(f(w))%'y(x)dx
n—oo [_ iy
F = f
Fo= o2y
FI/ — 2(f/)2+2ff//
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Min. zg von F' = Nullstelle von f

F'(zg) = 0
flxo) = 0
= F(z) = f(x0)®=0
F'(zg) = 0
F'(zo) = 2(f'(0))?

. e N lip_00)? "(20))2n
SO = Jim ) [ \/; a—a0)"2(1"(20))

n—00
\/I kS 1
TV n [ (zg)l

1
THCOAR
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Kapitel 5

Partielle Differentialgleichungen 2.
Ordnung im R’

Mehrere Variable x1, o, ..., zy; eine unbekannte Funktion y(z1,x2,. .. z):
oy 0%y
Pz, , ,...] =0
<IZ 4 Ox;" 010

5.1 Einleitung

In der folgenden Ubersicht ist & € R?

Statische PDG (zeitunabhéngig)

Laplace-Gleichung  A¢(x) =0
Poisson-Gleichung  A¢(x) = —4mp(x)
Schwingungsgleichung (A + A)¢(x) =0

Evolutionsgleichungen (beschreiben zeitliche Entwicklung)

Wirmeleitungsgleichung (gt — A) o(t,x) =0

Schrodinger-Gleichung <z§t +A - V(m)) o(t,x) =0

2

Wellengleichung < %

- A) p(t,x) =0

In Analogie zur Klassifikation quadratischer Formen bezeichnet man Differentialoperatoren der Form

P2 S 02 0 ., 0
D:aoﬁ—’—;aiaixf—’—bo&_'_;bi%+C(t’m)
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(wo a;, b; Konstante) als

o entweder: ag = by =0, a;=1 2,3 gleiches Vorzeichen
elliptisch
oder: ao und a; gleiches Vorzeichen

parabolisch a9 =0, by # 0, a;=1,2,3 gleiches Vorzeichen

hyperbolisch ag > 0, a;=1,23 <0

Es sind:
e clliptisch: Laplace-, Poisson- und Schwingungssleichung
e parabolisch: Wérmeleitungs- und Schrédingergleichung, Fokker-Planck-Gleichung

e hyperbolisch: Wellengleichung

5.2 Laplace-Gleichung

5.2.1 Randwertproblem, Eindeutigkeit der Losung

Suchen Losung ¢ der Laplace-Gleichung A¢ = 0 im Gebiet V' C R3. Je nach Randbedingung (Vorgabe
von Werten auf der Oberfliche) heifit das Problem:

¢ ... Dirichlet-Problem

V¢n ... Neumann-Problem

(Im zweiten Fall bezeichnet n den nach auen gerichteter Normalenvektor von O)

Um die Eindeutigkeit der Losung in beiden Fillen zu zeigen, bendtigen wir die Green’schen Sdtze. Dazu

beginnen wir beim Satz von Gauss:
/ VA(z)d®z = / A(x)ndo
1% o
und setzen

A = ¢V
VA = (V¢)(VY)+ oAy

1. Green’scher Satz

/ (Vo) - (VY) + oAy &’z = / [0V pndo]
\%4 o

2. Green’scher Satz (durch Substition von ¢ « 1 und Subtraktion von der urspriinglichen Gleichung)
| losv—vadda = [ [6v0 - Ve

Eindeutigkeit der Losung der Laplace-Gleichung Es seien ¢, ¢2 zwei Losungen in V', sodass

A¢1:O A¢2:0
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1. Dirichlet-Randbedingungen
Auf der Oberflache O von V sind die Werte vorgegeben:

b1 = 92
Sel u = ¢2 — 1
Au=0 inV
u=0 aufO

1. Green’scher Satz ¢ = ¢ =u

/V [(Vu)? + uAu] d®z = /O u(Vu)ndo

/V (Vu)?d*z =0

da geméf VoraussetzungAw in V und u auf der Oberfliche verschwindet. Daraus folgt weiter Vu = 0
und damit u = const in V, und, dau=0auf O CV,u=0in V bzw.

1= @2

2. Neumann-Randbedingungen

Diesmal gilt auf der Oberfliche O und, wiederum mit u = ¢ — ¢

(Voi)n = (Voa)n
Au=0 inV
(Vu)yn =0 auf O

/V [(Vu)? + uAu] d®z = / uw(Vu)ndo

16)
Vu=0

Also ist wiederum u = const in V; aber (Vu)n = 0 liefert keine weitere Einschrinkung, daher ist

Eindeutigkeit nur bis auf eine Konstante gegeben:

¢o = ¢1 + const

Wir besprechen im folgenden einige Ansétze zur Losung der Laplace-Gleichung; wenn ein Dirichlet- oder

Neumann-Problem l6sbar ist, wissen wir, dass wir die eindeutige Losung erhalten haben!

5.2.2 Fundamentallésung der Laplace-Gleichung

So heifit die radialsymmetrische Losung im R\{0}, ¢(x) = ¢(r)

A¢p = L d (r2£¢(r)) =0

r2dr
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d
rzaqﬁ = const
d const
E‘b 2
_ ot
o(r) = , +c2
Beispiel. ¢ auf Kugelschale vorgegeben
o(R1) = &
o(R2) = ¢o
-4
(bl - Rl + c2
I
¢ = R +c2
¢1— ¢ 1 1
()2 + % c T
iR N2
Wir verallgemeinern die Fundamentallosung;:
¢(w) - |m_$/| +C2

ist ebenfalls Losung der Laplace-Gleichung fiir © # ', wo =’ € R? fix vorgegeben.

Beweis.
A =ViV
1 1 : 1
o ~ = VI— VE@' —a") = VE— sk
|x w| |y| y=x—x’ |y‘ y=x—x’

_ % 1

Y |y| y=x—x’
A 1 1

T "K|33—33/| y|y| S

5.2.3 Produktansatz in Polarkoordinaten

Falls Randbedingungen fiir ¢ auf Kugeloberflache vorliegt, ist Wahl von Polarkoordinaten giinstig

o = o(r,J,¢)
_ 10 (.00 L 0 (g2, _L ¢ _
A = r2 or (7’ 87") t o o0 (blnﬁ&?) * r2sin? 9 0%2p 0

70



Mitschrift noch inkomplett. Korrekturen und Ergénzungen sind noch méoglich!

5.2.3.1 Produktansatz

o(r,d,0) = R(r)O0)®(p)
2

1 1 ' 1 r
d— 2 pry/ P ind ! q)// —
) TQ(T R+ R 77‘25in19(sm o) +R67r281n219 0 763
1 2 pry/ 1 : n " 2
- 9 - 9
R(r R’) Jr@sinﬁ(sm o) +<I>sin219 0 |sin
1 1
Asin? 9 + 5 sind(sin¥@’)’ + 6@” = 0
Dabei haben wir A\ = £ (r?R’)’ gesetzt; weiters = —g®”. Zu losen sind daher
@//
= 1
s - (5.1)
ind
S (sin¥@') 4+ Asin® 9 = p (5.2)
1
E(ﬁR’)' =2 (5.3)
Zunichst zu Gl. (5.1)):
"+ pud =0

B(p) = VI
Wir verlangen Periodizit: ®(¢ + 27) = ®(y), daraus folgt /i =m € Z.
D(p) =e™? m=0,+1, £2,...

Nun setzen wir g = m? in die Differentialgleichung fiir © l} ein und multiplizieren mit %:

1 d .92 1 de m2 B
sind dd (sm ﬂsinﬂdz?) + (A_ sin219> ©=0

Wir setzen cost = x

0(9) = O(x)
1 d () = 1 dz dC:)(x)__dC:)(x)
sin ¢ do T ging  d¢ dz dx
-~

—sind

1— 22

(1 - 228 (z)) + (A o > 6=0

Vgl. Differentialgleichung Assoziierte Legendre-Polynome (|3.8])

(-aP7) + (1) - 25 ) B =

1— 22

71



Mitschrift noch inkomplett. Korrekturen und Erginzungen sind noch moglich!

Endlichkeit bei = +1 gefordert, daher A = (I 4+ 1) und

©(9) = P"(cos V)

Zuletzt: A =(I + 1) in radiale Gleichung (5.3 einsetzen

(r’R) =11+ 1)R=0
?R"+2rR —1(1+1)R=0

Ansatz:
R(r) =r“
[ala —1) +2a =1l +1D)]r* =0
=0
a“+a—-Il(l+1)=0
o] = l
Qo = -1—-1
und somit
R "
m=1",

Wir fassen die winkelabhéngigen Losungen zu Kugelfunktionen Y, (19, ) (vgl. Abschnitt zusamien.

Damit lautet die Losung der Laplace-Gleichung:

[e%S) l

(r,9,¢) Z Z {al Y™ (9, o) — b" li—l (9, ) (5.4)

=0 m=—1

Beispiel. | =m = 0: Y = const

a* =b" =0 wenn(l,m) # (0,0)
Fundamentallosung:

<l5=01+i2
r

5.2.3.2 Randbedingung

auf Oberfliche der Kugel mit Radius R:

¢(R7 7, 90) = V(ﬁ’ 90)

72



Mitschrift noch inkomplett. Korrekturen und Ergénzungen sind noch méoglich!

e Interessiert man sich fiir Losungen innerhalb der Kugel, so darf die Losung nicht bei » = 0 singulér
werden = b" =0

o Ist die Losung auflerhalb der Kugel gesucht, darf sie nicht in co divergieren = a;" =0

Wenn z.B. Losung innerhalb der Kugel gesucht ist:

[’} l

=> > a"RY" (9, ¢)

=0 m=—1

Gesucht: a*; mit Gl. (3.9)

, 1 2m ™ ,
apy = ﬁ/ d<p/ dIsindY*)" (9, 0) - V (9, )
0 0

Bemerkung. Die verallgemeinerte Fundamentallosung ﬁ ist auch in der Separationslosung 1) ent-
halten:

Zur Erinnerung: « = z(r, 9, ¢), ' = (R, 0, ¢); Entwicklung nach Gl. (3.2]) und Gl. (3.10)

1 s Lz r<R
oo e~ & Fileos) to
B B () r>R
) l 1 /1yl
AT em m (%) r<R
=0 m=—1 ;(7) r>R
o) l 1/7r\Il
dr . m (%) r<R
=22 WY 00 T
=0 m=-—1 ;(7) r>R

! a"rty;™ (9, @) r<R

:i LR (5.5)

1=0 m=—1 bfnﬁyzmwﬁﬂ) r>R

wobei wir in der letzen Zeile Y*]" (6, ¢) in den Koeffizienten zusammengefasst haben, da ' und damit ¢

und ¢ konstant sind.

5.2.4 Produktansatz in Zylinderkoordinaten

T4 = pcosy
To = psing
r3 = Z

Falls Randbedingung fiir ¢ auf Zylinderflache vorliegt, ist Verwendung von Zylinderkoordinaten vorteil-
halt.

9 19 1 92 0?

T2 T pdp  Popr o2
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5.2.4.1 Produktansatz (fiir innere Lésung)

B(p, p,2) = P(p)®(p)Z(2)

1 1
Z(P" + ~P') + PZ—®" + P®Z" =0
p p

1 1 11 1
*P” 7P/ 77(1)// 7z//:0
P( +,0 )+p2(p +Z

2

14 v 1, 2 2 1_,
——(P -P k —o" =0

P( +/J )+ k%p +<I)

Diesmal ist

1
Y/
Z
1
— 77@//
v > <0

p? 1 1
_f(P//+;Pl)+k2P2+6©H:0

und damit fir Gl. (5.6))

sinh kz

7" —k*Z =0
2172 _ e:tkz
cosh kz
(und damit sind auch die Linearkombinationen Z = % (e’” + e’kz) =
sowie fiir Gl. (5.7)) (vgl. GL
d = eFiVVY
d = el"w

unter Voraussetzung der Periodizitdt, mit v = n?, n = 0,4+1,42,...

Die radiale Gleichung 1) multiplizieren wir mit pz% und setzen im néchsten Schritt kp = = und

P(p) = P(x) (und daher L1920 — @):

k dp dx
1d?P 114dP n?
— - —— 4 (1-—==)P=0
Rar o T ( p2k2>
d213(x) 1d - n2\ _
- 1—— | P(z)=0
dz? T de(x) + 2 (2)

Dies ist eine Bessel’sche DGL, daher:

P(p) = P(kp) = Ju(kp)

Bemerkung. J,(kp) < innere Losung, bei p = 0 endlich
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5.2.4.2 Lo6sung des RWP

o(p,p,0) =0 = Z(z)=sinhkz
o(L,p,2) =0 = Ju(k)=0

mit k = kp,n, den Nullstellen der J, und m =1,2,3,...

also

o(p,p,2) = Z Z In(knmp) - sinh(kpmz) + (@nm Sinne + by, cosne)

n=0m=1

schlieflich

&0, 0, L) =V(p, ) = D> Jn(knmp) - sinh(knmL) - (anm SN0 + by cos np)

n=0m=1

und durch Multiplikation/Integration mit fo% desinly - fol Ji(kyrp) pdp und mit der Orthogonalitétsrela-
tion L
1
/ Jl(klmP)Jl(klnp)PdP = 56'mn (Jll(kl'm))Q
0

folgen die a;;» und analog die b mit fozﬂ coslpdyp. ..

5.2.5 Produktansatz in kartesischen Koordinaten

Wenn die Randbedingung auf Quaderoberfliche vorliegt, sind kartesische Koordinaten vorteilhaft.

5.2.5.1 Produktansatz

Wir dividieren die Laplace-Gleichung durch XY Z:

X// Y// Z//
Z 4 4+ Z
X + Y + Z
Wir setzen und erhalten:
X/I YII ZI/
2 A 2__ Y 2 2_ %4
o= - Ié] v a’+ 0 7
X = e:l:iom: Y = e:I:iﬁy 7 — e:l:\/a2+ﬁ2z

5.2.5.2 Randbedingung

r=0,1 X =sinnmzr «, =n7
¢=0bei Sy=0,1 Y =sinmry B, =mnr

z=0 Z = sinhmvn2 +m?2z

(0]
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oo
= Z A sin(nmz) sin(mry) sinh wv/n? + m2z
n,m=1
oo
z=1: V(zr,y)= Z Anm sin(nrz) sin(mry) sinh mv/n? + m?
n,m=1

Wieder erhalten wir durch Multiplikation/Integration mit fol sin krzx dx - fol sinlwy dy und Anwendung

der Orthogonalitidtsbedingungen die Koeffizienten ay;.

5.3 Poisson-Gleichung

Ap(x) = —dmp(x) x €R3

In der Elektrodynamik hei8t ¢(x) Potential (an der Stelle ) einer Ladungsverteilung, die durch die
Ladungsdichte p(x) beschrieben wird.

5.3.1 Randwertprobleme und Eindeutigkeit

Genauso wie bei Laplace-Gleichung

A¢1 = —47Tp
Agy = —Amp
u = ¢a— ¢
Au = 0
5.3.2 Green-Funktion
Wir wissen (4.9): A (— ;1) = 6® bzw.
11 e
A<_47r|ac—ac’|> = (x—x)
> 1
_ 3./ /
o@) = [ e

Offensichtlich ist —— Potential (an der Stelle ) einer in 2’ befindlichen, punktférmigen Einheitsladung.

e

L
|z — ']

— . 3(p — o’
d.h. p(x) = 1 0°(x—x')

Einheitsladung Punktférmig in @’

—4783(x — x')

Bemerkung. Fiir festes o’ ist

11m ——7 =
|| — 00 |$ — $/‘
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fir p(x) € S erfillt ¢p(x) die Dirichlet-Bedingung

lim ¢(x) =0

|| —o0

Wie kann allgemeinere Dirichlet-Randbedingung beriicksichtigt werden?

5.3.3 Dirichlet-Green-Funktion

Die Green-Funktion der Poissongleichung ist nicht eindeutig, da immer eine beliebige Losung der Laplace-
Gleichung addierbar ist.

,# ! _ 53 o
A( 47T|w_w/|+F(:c,a:)>5(a: ')

wo AF(z,z') = 0.

Diese Freiheit ermoglicht das Auffinden der so genannten Dirichlet-Green-Funktion Gp(x, x')

A (fﬁ) Gp(z,x') = 5(x — x')

Gp(z,z')=0 wenn x € O

und gestattet, Losung fiir allgemeine Dirichlet-Randbedingungen anzugeben.
Bemerkung. In der Definition von Gp kommt nur O vor, nicht der Wert von ¢ auf O.

Wir setzen die Losung ¢ der Poissongleichung sowie ¢ (x) = Gp(x, ') in den 2. Green’schen Satz ein,

wobei

A¢p = —4mp Aty = —4783(x — ')

[ @av - vso)te = [ (@90 - v¥endo
% o
/V [6(z) (—4m0*(z — 2')) — Gp(z, 2')(—dmp(z))] PPz = /o [6(x)VGp(z, ') — Gp(z,x') o Vé(z)| ndo
wobei auf der rechten Seite Gp(x,x’) =0, da dort € O.
o) = /V Gp(x, ') p(z)d®z + % /O ¢(x)VGp(z, 2 )ndo

Hier ist ¢(x) fiir € O bei Dirichlet-Randbedingungen vorgegeben.

Wir benennen & < ' um und verwenden Gp(x,x’) = Gp(x’,x); dann ist die eindeutige Losung der

Poissongleichung bei Dirichlet-Randbedingungen:
1
o(x) = / Gp(z,x')p(x')d>z + —/ &)V Gp(x, 2" )ndo
v Am Jo

5.3.4 Spiegelungsmethode

Zur Konstruktion von Gp(x, ') ersetzen wir V mit Randbedingungsfliche durch ein grofieres Volumen
ohne Randbedingungsfliche, aber mit zusétzlicher Ladung im hinzufigten Volumen. Diese zusétzliche

Ladung wird so gewéhlt, dass ihr Effekt die Randbedingung simuliert
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Beispiel.
V ={x cR3z3 >0} Halbraum
O ={x cR3z3 =0}

1 -1
= Gp(z,a') = + z, 2’ €V
e—a] z-a,
1 S N s
| T o Potential einer Einheitsladung bei x
T—x
-1
| —~ ... Potential einer negativen Einheitsladung bei gespiegelter Stelle T
T —x
' =| 7 !, = )
xh —af

Tatséchlich ist Gp(z,z’) =0, wenn z3 = 0.

Bemerkung.
¢ V=lz—2 | A0=>A—F =0
|z — @

Beispiel (Kugel).

V ={x cR3|x| <1}

O={x cR3|x| =1}

L (e
Je] z,x' €V

G "=
) S o e

5.3.5 Multipolentwicklung
Betrachten Poissongleichung mit Randbedingung limz|—.o ¢(z) = 0, wo p = 0 auBerhalb eines endlichen

Volumens V'; verwenden [5.5

o l
1 4 1
— d3/ / — d3/ /Y*mf&/ ,Ym’l9
o) = [ @t DI R T v
0o l
47 1
=> > Q?"Yzm(&@)mrlﬁ
=0 m=-1
wobel wir
Q= [ ¢ oY 0 ) €

\%

gesetzt haben.

Im Detail:
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Q
de/ / _
O vV / Pl A7

J%/H3'/l%>@v
\/7/ d®a’ vl p(x

sei d: = [, d®z"@'p(a’) ... elektrisches Dipolmoment

Also ebenso:

5.4 Schwingungsgleichung
5.4.1 Homogene Schwingungsgleichung

(A+p?)p(x)=0 xR pekR

5.4.2 Fundamentall6sung

Radialsymmetrische Losung der Schwingungsgleichung in R3\ {0}

6= 0r) = (76 + w6 =0

setzen:

1 / / 2U
—_— — —:0
r2(ur u) —|—,uT
u'r+u —u + ptru=0

u” 4+ pPu =0

U = €1 €OS ur + co sin ur

o(r) =c1

COoS Ur +e sin ur
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Beispiel. Mit Dirichlet-Randbedingung auf Kugelschale
(A+p®)p=0 0<|z|<R
O(R1) = ¢1, ¢(R2) = o2

erhalten wir

cos WR; n sin Ry

91 =c1 R, C2 Ry
_cospliy sin uRs
P2 =c1 7 +c2 o

ist ein Gleichungssystem fiir ¢; und cg, dessen Determinante zu berechnen ist

cos uRq sin pRy 1

R R _ :

det costle Sin}é}er = Rk sin p(Ry — Ra)
2 2

Ist p Eigenwert des RWP — in unserem Beispiel, wenn p,, = nw/ (R; — Rz), sodass sin u, (R; — R2) =0

— so existiert bei homogenen Randbedingungen ¢; = ¢o = 0 eine nichttriviale Losung der Schwingungs-

gleichung mit einem unbestimmten Koeffizienten. Bei inhomogenen Randbedingungen muss Losung nicht

Immer existieren.

Beispiel. Ry =0,¢; =0

nmw
P, =P, =0, n=—
1 2 M Ry
Sin oy, r
(I) =
(r)=co—
sin nmw
(Rg) = c2 s

co ist unbestimmt

Ist p kein EW des RWP, so ist Schwingungsgleichung eindeutig losbar, es bleiben keine Koeffizienten

unbestimmt.

5.4.3 Produktansatz in Polarkoordinaten

Wenn z.B. die Randbedingung auf Kugeloberfliche vorliegt, Losung im Inneren gesucht ist

Anwendung: z.B. Luftschwingungen in einem Hohlraum
¢(r,9,¢) = R(r)O(0)®(p)
Winkelabhéingiger Teil wie bei Laplace-Gleichung
O(NP(p) =YY, ) 1=0,1,... m=—1,...,0,...,+l

Radiale Gleichung
R’ +2rR + [P =11+ 1)]R=0
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setzen

L2 I(l+1
y+y+{l—( 2)]31:0
x x

setzen y = x~ /2] (x)

y=— %x_3/2J +a Y2y

i/. 223375/2(] _ a:,73/2J/ +$71/2JN

41+
-3 J”—!—lJ/ 1_% JY—o
x 2

[+ 1)?
J~+1J/+(1_<+z~>)J:o
s X

dies ist die Differentialgleichung der Besselfunktion .J; 1 (x)

Diese ist mittels der I'-Funktion definiert

1 1
= =T = 1
<l+2+7‘> <l+2+r+)

Wir bezeichnen Ji 1 (x): = ji(x) als sphdrische Besselfunktion.

[e'S) l
S0, 0) =D D> amii(ur) ;™ (9, )

=0 m=—1
Beispiel.
(R, 0,0) =V (9, )

und p sei kein EW, d.h. j;(uR) #0VI=0,1,2,...

= alle aj,,, konnen aus Orthogonalitéitsrelation der Kugelfunktionen hergeleitet werden

Beispiel.
P(R,0,0) =0
mit Eigenwert p
7. B. fir
Js(uR) =0
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sind alle a5, mit m = —5,—4,...,4,5.
unbestimmbare freie Parameter und die Losung lautet

5
Qb(r Y (P Z a5m.]5(/u‘r)}/5 (19 90)

m=—>5

5.4.4 Inhomogene Schwingungsgleichung
(A + p*)d(x) = —4n7 ()
Losung mittels Greenfunktion ist gesucht

Behauptung.
(A+ 1)

Beweis.

. o 2 ™ o) Tipr 1
DIStr':_Fkt'/ d<p/ dd sinﬁ/ dr 7‘26 19 7"227
r2 Or or
27 eii;n'
/ dgp/ dv Slnﬁ/ dr— ( >r2
T
27 . 6’}’
:/ dgp/ d¥ sin?d [—/ dr(-1 :l:iur)ei"”]

0 0 0 or

27 T -
= / ds&/ dd sind {— Ypeo + / dr+ip +ip(-1+ i/lr)]eii“w}
0 0 0

2m T oS] eiiur
= —47v(0) — /f/ d(p/ dv sinfﬁ/ drr? ~v(x)
0 0 0 r

+ipr
= (—4m6°, ) — 12 (e : ,v)

¢(Sﬂ) :/00 T(CIC/) e:i:i,u|m—m’|d3x/

5.5 Wairmeleitungsgleichung
78‘#5::’” = a’A¢(x,t)

(b(il:,()) = f(il:) €S

wox €R3 t>0,a®>0, f(x) € S... vorgegebene Temperaturverteilung
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Neue Losungsmethode: Fouriertransformation bzgl. @. Zweimalige Anwendung von [4.2] auf die Wirme-

leitungsgleichung ergibt

0
a—f(axt) = a’Ag(x,t)
O(Fo)(k,t
FOED — o2k2(F0) k1)
wobei wir die erste Zeile mit W [ -e7*=d3g integriert und (F¢)(k,t) = W 7 e (e, t)d3e

verwendet haben.

Integration dieser gewohnlichen DGL ergibt
(Fo)(k.1) = c(R)e "+
Nun ist
FO)0) = iy [ e glo,0) % = ()

f(=)
(Fo) (k. t) = (Ff)(k)e k"

Produkt zweier Funktionen in k: Faltung

Riicktrafo (vgl. Faltungsformel hier 71 statt F):

$(x,1) = F Y (Ff)oF? (e—a2k2t) ~ for! (e—a2k2t>

FH e ™) = 5 1)372 / T e (R R e o thans) g3
™ —

Dieser Ausdruck faktorisiert in 3 Integrale iiber k1, ko, k3
Ein Integral herausgegriffen:

7a2p2t+ipzd _ 1

1 o 1 >
- e = e €
V2T [oo P V2ta /21 [oo

,ﬁJ’,i Sz
2 p \/ﬁadp/

_g_%(ﬁ)zdp/

1 1 >
= e
V2ta /2 /700

e_%(/%a>2

22

@4ta?

1
V2t
1

V2ta

wWo p = \/%ap’ und dp = ﬁdp’ ; weiters ¢ = p’ — 1 \/%a (und d¢ = dp’) und nach Auswertung des

Gauss’schen Integrals iiber ¢

Dreimal dasselbe Procedere:

F-1 (e—a2k2t>

Il
S
3=
Ry
<
N~~~
w
m‘
IS
58
|

I
VRS
ol
N
S
N———
w
VR
3=
)
N—
w
—
3 8
l¢]
|
sl
gl\J H\
[V}
&h
—
S\
=
w
H\

= ¢(x,t)
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Faltung = Losung der Warmeleitungsgleichung mit AWP

5.6 Schroédingergleichung

.0 1
1&¢(m,t) = (—2A + V(sc,t)) Y(x,t) = cR3

Falls V' zeitunabhiingig ist, d.h. V = V(x), ist Produktansatz moglich
U(@,t) = ¢(z)f(t)
Einsetzen:

0 = (380 + V(e.00) 1
ij _ 386 +Ve

7 3 = F = const
if=Ef
f(t) =e"

(—;AJFV—E) $(x) =0

Zeitunabhiingige Schrodingergleichung (elliptischer Typ)

Wegen der Wahrscheinlichkeitsinterpretation der Quantenmechanik verlangen wir, dass ¢(x) quadratin-

tegrabel ist: ffooo ¢*pd3z = 1; dies ist ein verallgemeinertes Sturm-Liouville-Problem (Polynomlésung!)

Beispiel. H-Atom

Separationsansatz fiir ¢ in Polarkoordinaten:

(a2 )=

r

Wissen schon von Laplace-Gleichung:

1 1 1 (l+1
R”R’+<E+ (Lt )>R—O
2 r r 2r2

Wir setzen:
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y(r)
R =
(r) ==
v oy
R L
(r) r r2
11 /
oy Y- 22
R()_r rz2 3
Ly 2y 29\ vy 1 I(l+1)\y
‘2(r‘rz ) et TE T 22 )y
2 I(1+1
T T
€
2 1(l+1
T

und setzen weiters

x =2rv/—¢

1

zw” (z) + (21 + 2 — 2)w'(z) + (\/_;€

—l—l)w(a:):O

Nur wenn (\/%7 -1 - 1) =0,1,2,... liegt eine normierbare Losung vor, also eine Losung in Form eines
Polynoms (fiir Quantenmechanik entscheidend)

Fordern also: \/% =n=1{1,2,3,...}, sodass (\/%T: -1 - 1) ={0,1,2,3...}.

Nur in diesem Fall ist ¢ quadratintegrabel, da w(x) ein Polynom (genauer: ein Laguerrepolynom) ist.
= w(z) = L4 (2)

() e

= ol = N a0, S (2
n I m

r

bzw.
co n—1 l

it 2
¢($7t) = Z Z Z bnl'rneﬁ%m(ﬁvw) : Tleigerzlj—llfl <T)

n
n=1 =0 m=—1

(Faktoren in dieser Gleichung sind vermutlich nicht ganz richtig)

In der Quantenmechanik sind normierte Eigenfunktionen wichtig.

5.7 Wellengleichung

0%¢(, 1)

55 Ap(x,t) =0, x € R3
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5.7.1 Radialsymetrische Losung

beschreibt kugelsymmetrische Ausbreitung von Schallwellen im R?

0%
— —Ap=0
ot? ¢
o(x,0) = o(r)
0
setzen ;
bl t) = y(r,t)
r
Py Py _
otz or?
y(r,0) = ro(r)
y(r,0) =0
ist eine eindimensionale Wellengleichung
fithren neue Variable ein:
E=r+t
n=r—=t

u(&,m) =y(r(€mn),t&n))

2
=

segy = 0= ul6n) = F(©) +G)

=y(r,t)=F@r+t)+G(r—t)

D’Alembert’sche Losung fiir 1-dimensionale Wellengleichung

Anfangsbedingungen:

y'(r,0) =0
1
= F(r) = 3 (e +ro(r)
Glr) = 3 (~e+r(r)

y(r,0) = 51+ D+ 1) + (= )p(r )

8(r0) = S+ 0l + 1) + (= Ol — 1)
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5.7.2 Stationire Losung

beschreibt stehende Wellen in Hohlraumen

d?¢
7 Ap=
de? $=0

¢(x,t) = 0 an der Stelle || = R

Produktansatz:
o(z,t) = () f(t)
f—rfagp=o0
fo_ay
f (]
<~~~
7#2 7#2
Schwingungsgleichung:
Y(@)|jz|=r =0

f(t) = asin ut + bcos ut, A+ 2 =0

5.7.3 Ebene Wellen

Produktansatz:
¢($,t> — ei(km—wt)

wo k € R? .. fixer Vektor = Ausbreitungsrichtung der Wellen

= (_w2 + k?) ei(km—wt) =0
—_———
=0
Wieso heifit ¢(x,t) = e!*==t) ehene Welle?
kx —wt=k(nz—1t)

wobei k = kn und |n| =1

x seien Orte konstanter Phase:

nx —t = const
n (x —n (t + const)) =0
n(x—xo(t) =0

xo(t) = n (const + t)

ist Ebenengleichung fiir @, xy (und somit die Ebene) bewegt sich in Richtung n mit Geschwindigkeit 1
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5.7.4 Inhomogene Wellengleichung

(a- ;) bl 1) = —dmol, 1

Vorzeichen sind analog zu Poissongleichung
retardierte Greenfunktion

(kann ja mehrere verschiedene Greenfunktionen fiir Wellengleichung wéhlen, aber diese hier ist besonders
praktisch, weil die Laufzeit darin beriicksichtigt ist, die die zu (x, t) ausgesandte Welle (Stérung) benétigt,

an den Punkt (z’,¢') zu kommen)

2 Bedingungen an Greenfunktion:

2
<A — ;2> Gret (z, ;' ') = 83 (x — /)o(t — 1)

0
= Gret (2,13 ' t)=0 firt<t

Gret ($7t7 wlvt/) = ot

Beh .
ehauptung L s a| 4 1)
4 | — /|

Gret (:13, t; mla t/) =

Beweis. Betrachten Testfunktionen y(x), 7(t) € S

7u zeigen:
(A - g‘t) Gret (1()(1)) = (0)7(0)
also
(A — g;) Gret (7)) = G(TAy —~7F)
benutzen jetzt Ghe = — 4= 20=1)
(8- 55) Gum) = 2 (r)M(2) 2@ ()
—

) oo I /
:>¢((E,t):/ dt// de/5(|x £B| t+t)Q($l,tl)

|z — |

o(x,t) :[ de’p(m/’t*W*m’D

|z — |

Ladungsdichte des gesamten Raumes tragt bei, allerdings ist der Beitrag jedes Punktes von entsprechend
fritherer Zeit: endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit (=1 in unseren Einheiten) der Stérung ist beriick-
sichtigt!
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5.7.5 Allgemeine Losung des Anfangswertproblems

2. Greenscher Satz [ dt, 7>t/

/OT dt/v (AY — pAP) d>x = /OT dt/o (6Ve — YV ) ndo

d(x,t) = —4nGret (z, —t, ', —t)
62
<A — 8t2> p(x,t) = —4n6% (x — ') 6(t — 1)
0 " /
d(x,t) = —¢(x,t) =0 firt >t
ot
Y(x,t)...Lésung der inhomogenen Wellengleichung
82
- — t
<A 8t2) Y(x,t) dmp(x,t)

Linke Seite:

T / / ez. T 2
47r1p(x’,t’)—47r/0 dt/vd?’xé(m_m'_/f ) o) dt/o dt/vd% {(b(m,t)gtzw(w,t)—w(w,t)a

e — x

7 >t/ haben wir so gewéhlt

Gemischte Ableitungsterme heben sich weg

T

[ @ ot o) - vie.0) o)

0

Beachte, dass ¢(x,7) = %¢($,T) =0, weil 7 >t/

—— [ @ [o@.0 5 .0 - v(@.0 5 0]

Beschréinken uns auf V = R?

Allgemeine Anfangsbedingungen

U(@.0) = f (=)
oY B
5 (@0 =h()

Nehmen an, dass f(x) und h(z) fiir |x| — oo geeignet abfallen, sodass R.S. = 0!

Somit ergibt sich:

0¢
ot

vty = [ @l e ot 0n(e) - fle) G (2.0

|z — ']

In den rechten Term setzen wir ¢ und %QZ) ein; d3z: Polarkoordinaten um Mittelpunkt =’ = dr mit

d-Distr. integrieren!

1 Uo Wa)do 0 f(:c)do]

A t o Jo
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O ...Kugelschale um «’,Radius ¢’

vertauschen der Ubersichtlichkeit halber (x,t) «» (x’,#') und erhalten Poisson’sche Lisung der Wellen-

w(m)=/d3xp(‘”/’t"w‘””">+i [/O’W+§t/of<wt>do}

|z — @' 4 t

gleichung;:
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Kapitel 6
Lineare Operatoren im Hilbertraum

Funktionenrdume sind unendlich-dimensionale Vektorrdume. Was heifit selbstadjungiert?

6.1 Grundtatsachen der Lebesgue’schen Integrationstheorie

1. Approximation des Integrals durch Rechtecksummen, wo (anstatt wie beim Riemann-Integral die

2-Achse) die y-Achse unterteilt wird.

S < Agy C 4y, < Ag,

(a) Riemann-Integral (b) Lebesgue-Integral

Abbildung 6.1: Unterschiedliche Arten von Integration (schematisch)

2. Suchen Verallgemeinerung des Begriffs der Lénge p von allgemeinen Punktmengen.

Zunéchst:

wll)=b—a
p(Punkt) =0

wo I offenenes oder abgeschlossenes Intervall.

Definition (o-Algebra). Gegeben sei eine Menge X. A heifit o-Algebra wenn mit A € A auch A¢ :=
X\A € Aist, sowie mit A;—1 23 . € Aauch [J2, A; € Aist.
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Beispiel.

X =1{1,2,3,4,5}
A ={1,3,5}

Ay = {2,4}
A={0,X,A, A}

Hier ist A o-Algebra.
Folgerung:

1. 0eA=X9
2. N2 A e AX =UZ A N2 A= X\UZ, (X\A4)

Definition (Borelmenge). Borelmengen sind die Elemente der kleinsten o-Algebra B, die alle offenen

Intervalle enthélt.

Folgerung: auch jedes abgeschlossene Intervall ist Borelmenge, da [a,b] = ()2, (a — %, b+ %)

Definition (Nullmengen). Zu jedem £ > 0 existiert eine Uberdeckung der Nullmenge N mit offenen
Intervallen I,,, sodass N C (Jo2, I,, und > 2 pu(l,) <e.

Beispiel. e Punkt ist Nullmenge.
e Vereinigung von abzihlbar vielen Nullmengen ist Nullmenge.

Definition (Lebesgue-MaB). Lebesgue’sches Majf§ ju einer Borel’schen Menge A € B: pu(A) == inf (302, u (1)),

wo Infimum iiber alle Uberdeckungen von A mit offenen Intervallen zu bilden ist.

Eigenschaften von ;1 Ohne Beweis, anschaulich klar:

e 0<u(A) AeB

e Wenn A; € B mit A, N A,, = 0Vn # m gilt:

I (G Ai) = iM(Ai)

Beispiel.
n(@) =0
Beweis.
X=XUl
D=Xn0
u(X) = p(X U0) = p(X) + p(®)

n(0) =0
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Uiz Ai) < 2075 n(Ad)
e Wenn A C B: u(A) < u(B)

p#(Nullmenge) = 0 (Infimum ist 0)

Beispiel.

u((0,1] N (R\Q)) =

Beweis.

[0,1] = ([0,1] N (R\Q)) U ([0,1] N Q)
p([0,1]) = 1= p ([0,1] N (R\Q)) + p((0,1] N Q)

und, da [0,1] N Q (die Menge der rationalen Zahlen im Intervall [0, 1]) als abzihlbare Vereinigung von

Nullmengen selbst eine Nullmenge ist:

#([0,11NQ) =0
([0, 11N (R\Q)) =

Definition (Messbarkeit). Die reellwertige Funktion f heifit messbar, wenn {z|y; < f(z) < y2)}Vy1,92 €

R Borelmenge ist.

Definition (Lebesgue Integral). Fiir die positive, reellwertige, messbare Funktion f definieren wir

Aooz{xlf(x)ZOO}

wo k,n=20,1,2,3,...
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C A3 C Azn C Asp C A

Abbildung 6.2: Lebesgue-Integration
Bemerkung. Wenn f(x) nicht positiv ist, gilt

/fdx:/erdx—/f,dx

f+ = max(f,0)
f- = max(~£,0)

Definition. Wenn A, eine Nullmenge ist, d.h. p(A) = 0:
00 1(As) :=0

Definition.

/Af(x)dx:/f(x)cA(x)dx

1 z€A
0 z¢ A

WO CA(QS) =

Definition. f heifit integrierbar auf A, wenn

/Afda:<oo

Definition. Eine komplexwertige Funktion f heiit quadratintegrabel auf A, wenn

/mewm<w
A

Satz. (ohne Beweis)

Sei [ auf kompaktem Intervall messbar, beschrankt, reellwertig. Ist f Riemann-integrabel, so ist f auch

Lebesgue-integrabel, und die Integrale stimmen tiberein.

Satz. (ohne Beweis)

Sei f messbar. Wenn das uneigentliche Riemann-Integral von |f| existiert, so existiert auch das Lebes-

gue’sche, und stimmt tberein.
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Bemerkung. Die Umkehrung gilt nicht: nicht jede Lebesgue-integrierbare Funktion ist auch Riemann-

integrierbar!

Beispiel.

1 =z rational

0 zirrational

15

05

-0.5

1 z€Q

Abbildung 6.3: f(z) = {o € (R\Q)

1
[ #@de =1 w0100 @) +0- u(0.1]0 RAQ) = 1-0+0-1=0

Dabei ist ([0,1]NQ) = 0, da [0,1]NQ eine abzihlbare Vereinigung von Punkten darstellt. Die Funktion

f(z) ist also Lebesgue-integrabel (aber nicht Riemann-integrabel!)

Es folgen zwei wichtige Sétze:

Satz (Monotone Konvergenz). Seien f,(x) > 0 messbar, konvergiere fn(x) — f(x)Vx punktweise, seien
fn41(x) > fol(x) Va,Vn, und sei [ f,(z)dz < ¢Vn: Dann gilt

o [1f@)]de < oo

o lim, .o [|f(z) — fu(z)|dz =0

Satz (Dominierte Konvergenz). Konvergiere fn(x) — f(z) Vo punktweise und seien |fn(x)| < G(z) Vn
wo [ |G(z)|dz < co. Dann gilt

o [|f(z)]dz <
o lim, . [|f(z) — fu(z)|dz =0

Beispiel. Sei f > 0 messbar. Aus [ f(z)dz = 0 folgt f(z) = 0 fiir alle  bis auf eine Nullmenge. Wir
sagen: f(x) =0 fast iberall.

95



Mitschrift noch inkomplett. Korrekturen und Erginzungen sind noch moglich!

1 reN
Beweis. Zu zeigen fiir N = {z|f(x) > 0} bzw. fir Xy = gilt:

0 x¢ N

/ Xy (#)dz = pu(N) =0

1 r e A,
Sei A, = {z|f(z) > 1}, X, =
0 x ¢ A,
Es gilt
X, >0
lim X, (z) = Xn(x)
Xn-&-l(x) > Xn(x)
sowie

/Xn(x)dx =0<1Vn
Letzteres folgt aus
r€A, & f(z)> 2
x¢ A, & 0< fx) <

S 3=

1
n
und wegen

0= /f(x)dx > %/Xn(x)dx >0

Dabei gilt das erste Gleichheitszeichen laut Voraussetzung und das letzte Ungleichheitszeichen laut Defi-

/Xnd:v =0

und schliellich, unter Benutzung des Satzes iiber monotone Konvergenz [6.1

nition von X,,; damit

lim [ dz|Xy(z) — X, (2)] =0

n—oo

N /dx|XN(x)\ ~0

Bemerkung. (ohne Beweis)

Die zwei Konvergenzsitze bleiben richtig, wenn statt , Konvergenz f, (x) — f(z)Vz“ ,Konvergenz f,(x) —
f(x) fast dberall* gesetzt wird.

6.2 Hilbertriumd]

Motivation: In Quantenmechanik verwendet man, dass jede beliebige Wellenfunktion als Uberlagerung
von Energieeigenfunktionen dargestellt werden kann. Mathematische Grundlage ist die Theorie der Hil-

bertraume.

1...Himbeertraume
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Definition. Ein Hilbertraum

1. ist Vektorraum
2. hat inneres Produkt

3. ist vollsténdig

Vektorraum

f,geH f+qe™H
30  f+0=7f
Vf3I(=f)  f+(=f)=0
VYa € C af e H

AuBlerdem gelten Assoziativ- und Distributivgesetze.

Inneres Produkt

I(flg eC

(gl f)y=(flg)
(flg+h)y=(flg)+{flh)
(flag) =a(flg)

Definition (Norm). ||f|l =+/{(f]f)
Es soll gelten: ||f||=0= f=0

Bemerkung. In jedem VR mit Skalarprodukt gilt

L K1l < £ llgll Cauchy-Schwarz-Ungleichung

2. |f + gl < |If]l + llgl| Dreiecksungleichung

Vollstandigkeit Wenn f, € H eine Cauchy-Folge ist, d.h. wenn Ve > 03dN, sodass Vm,n > N
I fm — frll < € dann 3f € H, wir schreiben f :=lim, o f5 in dem Sinne, dass lim, o ||f — fn]| =0

Beispiele fiir Hilbertriume:

Beispiel (C"). zi,y' € C
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Beispiel (¢?(N)). Elemente z sind Folgen komplexer Zahlen x' € C, die ,,quadratsummierbar” sind:

oo
xz={z'i € N,Z |:Ei|2 < oo}
i=1

vyl 4y}

ar ={azr'}

x‘y sz*z

(¢*(N) besprechen wir hier nicht)

Beispiel (£2(R)). Der £2(R) ist die Aquivalenzklasse von Lebesgue-quadratintegrierbaren Funktionen

fiR—C
@ = {11 [ 1) s < oo

(f +9)(@) == f(z) + g(x)
(af)(x) = af (z)

(f1g): /f

Wir identifizieren f ~ g, wenn f(x) = g(x) fast iiberall.

WO

Um zu zeigen, dass £2(R) ein vollstéindiger Funktionenraum ist, miissten wir zunichst die Sitze zur
monotonen und dominierten Konvergenz geeignet verallgemeinern. Um einen moglichst einfachen Ein-
blick in die Methoden der funktionalanalytischen Beweisfithrung zu gewinnen, beschrinken wir uns aber
hier auf den Vollstandigkeitsbeweis von £'(R); Dies ist die Klasse von Aquivalenzklasse von Lebesgue-

absolutintegrierbaren Funktionen f: R — C.

@ = {11 [ Il < oo

WO

(f +9)(x) := f(x) + g()
(af)(z) == af(z)

und f ~ g wenn f(z) = g(z) f. 1.

Definition (1-Norm).
171 = [ 1flda
R

LY(R) ist linearer, normierter, vollstindiger Funktionsraum (so genannter Banachraum). Er ist kein Hil-

bertraum, da kein Skalarprodukt definiert ist.

Vollstindigkeit des £*. L£'(R) sind jene Funktionen, die {f | [; |f| dz < oo}
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Sei f,, € L' eine Cauchy-Folge, wir kénnen Teilfolge auswihlen (wir bezeichnen sie der Einfachheit halber
genauso), sodass

1
||fn - fn+1||1 < 27

Es seien

) = Z |fo(@) = fair(2)]

2) = |fal) = faa(2)]

(Wir lassen fiir g(x) auch eventuell Wert oo zu)

Da gim11(z) > gm ()
lamly = [ lom] do < Z/m funaldz =3~ fnilly
n=1
< i i < i i =1Vm
— on = on -

Es gilt der Satz iiber monotone Konvergenz, daher g € L, also g(z) < oo f. ii.

Damit konvergiert
m—1

fm( = fni1(2))

n:l

punktweise f.1i. gegen ein f! Weiters
m—1
(@) < [fr(2) = Y (Fal@) = fag1(2)| < A1l + g € L1Vm
n=1
Mit dem Satz fiir dominierte Konvergenz

o fert

zusammen Vollstéandigkeit.

Beispiel (£2([a,b])).

b
£2([a,b]) = {f|/ |f|2dz < oo}

b
<f|g>:/ Fgde

f ~ gwenn f(x) = g(z)f. i in [a, b
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6.3 Basissysteme im Hilbertraum

Definition. Eine Teilmenge M C H heifit dicht, falls es fiir alle f € H und fiir alle € > 0 ein m € M
mit ||f —m| < e gibt.

Definition. H heiflt separabel, wenn es eine abzdhlbare dichte Menge M C H gibt.

Satz. (ohne Beweis)
C", L*(R), £*([a,b]) sind separabel

Definition. f, g € H heiflen orthogonal, wenn (f|g) =0
Definition. {ey}, ex € H, k =1,2,3,... heiit Orthonormalsystem (ONS), wenn (ey | e;) = 0k;
Definition. Fiir f € H, {e,} ein ONS, heiBien fy := (ex | f) € C Entwicklungskoeffizienten von f

Satz (Bessel’sche Ungleichung).

a2
S |A| < (6.1)
k=1
Beweis.
n 2 n n
0< f—E:%ﬁg =<f—§:%ﬂ:f—§:%ﬁ>
k=1 k=1 Jj=1

= FI*+ DD Aerlen) fifi =D fidenl £) =D _(fle) s
k=1

k=1 j=1 j=1
n n R R n R R n R R n R 2
=1+ 30D dwiids = Y Fide = D0 Fif = WP = D0 | ] v
k=1 j=1 k=1 j=1 k=1
[e%e] 2 )
SR < g
k=1

O

So wie im endlich dimensionalen Vektorraum oft mit den Koordinaten eines Vektors in Bezug auf eine
geeignete Basis gerechnet wird, verwendet man im Hilbertraum oft eine analoge Entwicklung nach einer

Orthonormalbasis.

Definition (Orthonormalbasis). {ex} k& =1,2,3,...heiBt Orthonormalbasis (ONB, oder “vollstéindiges”
Orthonormalsystem) eines separablen Hilbertraumes H, wenn {e;} ONS ist und aus

(flex) =0Vk =1,2,3,...

folgt, dass f = 0O ist.

Satz. Sei H ein separabler Hilbertraum und die {e;} eine ONB; sei f € H. Dann gilt:
1. lim, Hf > ekka =0 (im L* Konvergenz im quadratischen Mittel)

2
2. ||f|1? = Yooy ‘fk‘ Parseval’sche Gleichung
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Beweis. 1. Sei f, = > 1 _, ex fi
Wahlen n > m, dann gilt

2

k=m+1

i

> e —0

k=m+1

an - me2 =

fiir geeignet grofe n, m (wegen Bessel’scher Ungleichung (6.1)) ist f Nullfolge). Also ist {f,, } Cauchy-Folge
und konvergiert gegen ein f € H, d.h.

Nun gilt aber

(auf Grund der Stetigkeit des Skalarprodukts - siehe Ubungen - kann lim nach auBen gezogen werden)

(f = flex) = lim_ <f_zejfj €k> = <f|A€k>_n1i~>H;o <jz_:1€jfj €k> = fi—fi=0

j=1

I
Jr
also
(f = flex) =0
f(x) = fz) =0

da {ex} ONB ist. (Fiir z.B. H = £? bedeutet dies f(z) = f(z) f.ii.)

lim f—zn:(fjfj =0

n—oo
j=1
O
Beweis. 2. Bei der Herleitung der Bessel’schen Ungleichung (6.1]) hatten wir
. 5 .
Hf =S| =117 =0 | A
k=1 k=1
gefunden; nun wenden wir lim,,_,,, an:
. 2 2 2
im 1 f — defs| =110 ’fk‘
k=1 k=1
BRIk
0=I717 =3 |4
k=1
O

Beispiel (Fourierreihenentwicklung). Sei f € £2 ([0,27]), eine ONB
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ist (ohne Beweis)

e kT B =0,+1,42,...

er = \/—27
somit also

; 1 o +ika

szﬁ/o etk f(2) da
und .

Jm | = 2 e =0

k=—n

Konvergenz der Fourierreihe fiir ein f € £2 ist im Sinne des quadratischen Mittels gegeben.

6.4 Lineare Operatoren in endlich-dimensionalen Ridumen

Sei V' unitédrer Raum (Vektorraum iiber C mit Skalarprodukt), sei dimV =n

Definition. A: V — V heifit linearer Operator, falls:

Alaz) = aA(z) VeV, aeC
Alx+y)=Ax)+ Aly) Vo,yeV

Wenn Basis {b;} des Vektorraums gegeben ist, lisst sich dem Operator A eine m x m Matrix M4 zuordnen

Abj = Z akjbk
k=1

(Ma)y, = aix

wir haben x = Y7

i=12;b; (ab sofort verwenden wir die Summenkonvention!) sowie fiir

Yy = Ax = Al’jbj = :L'jAbj = mjakjbk = xkajkbj

Yj = QT

aufgrund der Linearitéit und durch Umbenennen der Indizes.

Definition (adjungierter Operator). Sei z,y € V, A linearer Operator

(ylAz) = (ATy|x)

Es gilt
My: = (Ma)'

T... adjungiert (transponiert und komplex konjugiert)

(MAT)ik = ay;

A heiBt selbstadjungiert wenn A = At < M ist hermitisch (M = (Ma)")
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6.4.1 Eigenwerte, Eigenvektoren

Definition. X heifit Eigenwert (EW) und x # 0 heifit Eigenvektor (EV) von A, wenn

Ax = \x

bzw.:
(A-=X\)z=0

Fiir die Matrix-Darstellung folgt:
(Mg —Alpxn)xz=0

Damit x # 0 Losung des homogenen GLS ist, muss gelten:
det (M4 — A1) =0

Das ist eine algebraische Gleichung n-ter Ordnung in A

Satz. Sei

Dann gilt:

o EW sind reell

o EV zu verschiedenen EW sind orthogonal

EW reell.

und, da (z|z) #0

und da laut Voraussetzung A — p # 0
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(zly) =0
O
Beispiel (Projektor).
Pi =P P?=Pp
EW eines Projektors P sind 0, 1
Px =z
Px = P’z = P\x = APz = )’z
()\ — )\2) x=0
AA=1)=0
A =0 Ao =1

Satz (Spektralsatz). Sei A ein selbstadjungierter Operator in einem n-dimensionalen unitiren Raum V.

Dann gibt es eine Orthonormalbasis von Eigenvektoren e;—1,... n, von A und

A1
My =St S
An

wo S jene unitire Matriz mit STS = 1 ist, die aus den orthonormalen EV e; gebildet wird:
S = (61,...,6n)

Bemerkung. Wir bezeichnen mit A\, die unterschiedlichen EW, die n,-fach entartet sein kénnen (d. h.
no-fache Nullstelle von det (M4 — A1) = 0 sind). Fiir selbstadjungierte A gibt es zu jedem A, genau

N, linear unabhéngige Eigenvektoren. Man muss noch das Gram-Schmidt-Verfahren anwenden, um n,,
()

i=1....n, Zu erhalten.

orthonormale EV e
Korollar (Spektraldarstellung).

n
MA = Z )\kekeZ
k=1

(e, ist in Matrizschreibweise eine 1-spaltige, eJ,L eine 1-zeilige Matriz)

oder insbesondere

k
My = Z >\aPo<
a=1

wo
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Projektoren auf V, = {x € V | Az = Az}, dimV,, = n, sind, fir die weiters gilt:

k
ZPa =1
a=1

Py Pg = 003Ps
Bemerkung. Das Korollar folgt aus
(MA)lm = Z (S)lk . (ST>]m
k,j=1
An ki
(S = (€1, en)y, = (ex),
i
(SN m=1 = (¢3),,
et )
jm
(MA)lm - Z (ek)l )\kdkﬂ (e])m
k,j=1
MA = )\kekek
k=1

Beispiel. Normale (nicht aber selbstadjungierte) Matrix M4:
1 2 1 -2 5 0
MM} = =
-2 1 2 1 0 5
1 =2 1 2 5 0
MMy = =
a4 (2 1)(-21) <0 5)

Ma _12 i ) £ (My)'

det (Ma — A1) =0

11—\
det 8 =(1-XN?*+4=0
8§  —1-2)

A o=1+2i No ==1—2i

A1 = 1+ 2i einsetzen:
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) ) [0
—2  —2i vy ) Lo
= ein EVist z.B.ie; = &= 1
MitAgzl—Zifolgtegz%

1 .
7 < » > und damit

1 1 1 1 1 1 1 —i
S=— P == 1 —i)==
1 1 —i 1 1 1 1 i
St = — Py=2 1i)= =
\/§<1 1> ° 2<—1>(1) 2(-11)
Spektraldarstellung:

Beispiel.

My = < 181 _81 > = (M)!

det (M4 — A1) =0

11—\ 8
det =X 4+10A-75=0
8 —1-2A

A =15 Ay =5

A1 = 15 einsetzen:

2
:>einEVistz.B.:61=\/15< 1 )

-1
Mit Ay = —5 folgt es = % < 5 ) und schliellich
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Spektraldarstellung;:

1(4 2 1/ 1 -2 11 8
My =15P, — 5Py = 15- = _5.1 _
A Lo 5(21) 5(2 4) (81)

Man erkennt durch Einsetzen: es stimmt!

6.5 Lineare beschrinkte Operatoren im Hilbertraum

Definition. Ein Operator A : Dy € H — W4 C H heif3it beschrdnkt, wenn es eine Zahl C' > 0 gibt,
sodass

[AfII < CIfI VS € Da

Die kleinste der Beschrinktheits-Zahlen C, heiflit Norm ||A|| des Operators A

ALl
Al = sup ——
141= 22 i
Damit gilt
[AfI < AN

Beispiel. Multiplikationsoperator z in £2(R)

(Af) (z) = 2 f(x)

Wir wihlen Dy = {f € £2(R) | zf € £? (R)} C £*(R); damit ist  in £? (R) nicht beschréinkt.

Wir wihlen nun ¢, (z)

¢a (ZL‘) — 2 — 2
0 sonst
ats 1 1
l6al? = [ do=at ;- (a-3)=1
a1 2 2
2
also
¢a € Dy Va
Aber

a+3 23
ool = [ "atao= 3
a—1 3

a+% 1
=ad*(14+— ) -
1 a_l 12a2

2

Beispiel. Multiplikationsoperator 2 in £2([0, 1]) ist beschrénkt (vgl. Ubungen).

Beispiel (Differentiationsoperator i-L in £2[(0,a)]).

(Af) (z) = f'(2)
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Wihlen

Da={feL([0,1) | f €L*([0,a])}

1 .
fulz) = —e?minz/a c Dy W
\/a

Es ist i% nicht beschrankt:

Definition. Ein linearer, auf ganz H definierter Operator heifit kompakt, wenn er jede beschréinkte Menge
aus ‘H in eine kompakte Menge abbildet.

o M C H heifit beschrinkt, wenn Im € M, ¢ € Rt sodass |m — f|| < cVf e M
e M C H heiit kompakt, wenn jede unendliche Teilmenge aus M eine Cauchy-Folge enthélt.

Bemerkung. Ein kompakter Operator ist beschrénkt.

Definition. Ein linearer, beschrinkter, auf ganz H definierter, beschrinkter Operator A heifit selbstad-
jungiert, wenn fir alle f,g € H

(gl Af) =(Agl| f)

Satz (Spektralsatz fiir lineare, kompakte, auf ganz H definierte, selbstadjungierte Operatoren). Es gibt

hdochstens abzdihlbar viele, rein reelle EW A\, mit

Al > A2l > [A3] > ... =0

Alle jene \;, wo A\; # 0, sind hichstens endlichfach entartet, A = 0 kann eventuell Hiufungspunkt sein.

Es gilt, ahnlich wie in endlich-dimensionalen Vektorrdumen, fir alle f € H,

k
Af =Y AaPaf

a=1

lim
k—o00

‘:0

Satz (Spektralsatz fiir lineare, beschréinkte, auf ganz H definierte, selbstadjungierte Operatoren). Bend-

tigen Verallgemeinerung der Summe Y, Ao Po zu Integral [ AdE\

Py 2 dEy ~ Ey — By

> Py L E,

BLa

wobei E, Projektor auf den Eigenraum aller g < A, ist.

Satz. Jedem linearen, auf ganz H definierten, beschrinkten, selbstadjungierten Operator kann eine Spek-

tralschar E\ zugeordnet werden.
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wo

E,, ist Projektor
E)\ = .E)\Ej'u = E#E)\, A S 1%

Exzo = Ex
0 A<M
By =
1 A> M,

da M beschrinkt ist My < A < Ms, sodass

HAf—/)\dEAf

=
Verallgemeinerung des Begriffs Eigenwert
Definition (Spektrum o(A)).

o(A) ={\ € C|A— X hat kein beschrinktes Inverses}

Bemerkung. Spektrum umfasst die Eigenwerte, denn (A — \)~!. Zu o(A) gehért noch mehr, z. B. jene
A, wo 3(A — \)~1, aber nicht beschrinkt ist.

Definition (Resolventenmenge p(A)).

p(A) ={A€C|(A—X)"'3 und ist beschrinkt}

6.6 Lineare unbeschriankte Operatoren

Typischerweise A nicht auf ganz H definiert, sondern auf D4 C ‘H dicht!

Definition (Erweiterung eines linearen Operators). B heifit Erweiterung von A (B 2 A) wenn Dp D Dy,
Blp, =4

Beispiel (£2([0,1])).

A<igl  Pa= eI € (0.1),50) = 10) =0} (62)
Boip| o Pe={re LNl £ (0.0).50) = S} (63)
und damit
BDA

Definition (Adjungierter Operator A). Einem linearen, dicht auf D4 C H def. Operator A kann man
den adjungierten Operator A" auf D+ C H zuordnen, mittels

(Alg|f)=(g|Af) Yf€Da geDai
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Bemerkunyg. e In D, sollen alle mdglichen g enthalten sein.
e D4+ muss nicht dicht in H sein.

Definition (Symmetrischer Operator). Ein linearer, dicht auf D4 C H definierter Operator A heifit

symmetrisch, wenn
(g1 Af) =(Aglf) Vf,ge€Da

Bemerkung. Fiir symmetrische Operatoren gilt offensichtlich D4 D Dy, also AT D A

Definition (Selbstadjungierter Operator). Ein linearer, dicht auf D4 C ‘H definierter Operator A heifit

selbstadjungiert, wenn er symmetrisch ist und wenn D4 = Dy gilt.

Bemerkung. Oft konnen symmetrische Operatoren durch VergroBerung von Dy (dies bewirkt Verkleine-

rung von D 4:) zu selbstadjungierten Operatoren erweitert werden.

Beispiel. Vorige zwei Differentialoperatoren (6.2 auf £2([0,1]).

A ist symmetrisch, nicht selbstadjungiert:
1 1
/ g*if'dz = ig" f, +/ (ig")" fda
0 0

— ig*(1) (1) —ig"(0) £(0) + / (ig)" fda
> IRt

Dar = {g € L2([0,1])|¢" € £*([0,1])} 2 Da

B ist selbstadjungiert

/ g'if'dr =i(g"(1) — g (0)) £(0) + / (ig))" fdz
0 0

Der linke Term verschwindet nur, wenn auch g(0) = ¢g(1) = Dpi = Dp
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Kapitel 7

Wahrscheinlichkeitsrechnung und

stochastische Prozesse

Zufallsvariable, Wahrscheinlichkeitsdichte, Markov-Prozess (,,Zukunft hingt von der Vergangenheit nur

iiber die Gegenwart ab.“)

7.1 Einfiihrung (Brownsche Bewegung)

7.1.1 Eindimensionale Irrfahrt

Teilchen bewegt sich auf x-Achse: wir werfen pro Zeiteinheit 7 eine Miinze:

e bei Zahl: Sprung der Lénge [ nach rechts

e bei Wappen: Sprung der Linge [ nach links

Gesucht: (bedingte) Wahrscheinlichkeit P(m, N | 0,0), dass Teilchen nach N Spriingen (bzw. zur Zeit

t = N7) an der Stelle x = ml, wenn es anfinglich (¢ = 0) bei = 0 war.

7.1.1.1 Kombinatorische Herleitung

Wir bezeichnen mit P(m, N | 0,0) die Wahrscheinlichkeit, von z = 0 bei t = 0 aus ng Spriinge nach

rechts und ny = N — ng Spriinge nach links zu machen.

Die Anzahl der Moglichkeiten, ng Spriinge nach rechts und ny, Spriinge nach links zu machen, ist

1\"® /1\™* NI N\NY/ N
P(m,N|0,0)= (= ) ==
m, 1 0,0) (2) <2) nrin! (2> (w)
mit

N =ngr+ng, m=ngr—ng

N+m
nr =

sznR—N
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N\NY/( N
P(m,N|0,O)_<2) <N+m>,m_N,N+1,...,N
2

Bemerkung. Erhaltung der Wahrscheinlichkeit ist erfiillt (irgendwo ist das Teilchen nach N Spriingen

sicher):

N
dazjkv_()( h ):2N.

Es gilt weiters die Chapman-Kolmogorow-Gleichung:

P(m,N+1]0,0)==[P(m+1,N|0,0)+ P(m—1,N | 0,0)] (7.1)

DN | =

Beweis.

NNV N1 1 /1\N N " N
P(m,N +1]0,0) = (2) ( (N+D+m | =5 (2) Nimt1 | T <2> N+m—1
2 2 2
_ 1
2

= Z[P(m+1,N|0,0)+ P(m—1,N | 0,0)]

7.1.1.2 Einsteins Herleitung

Wir betrachten P(m, N + 1 | 0,0) als die (bedingte) Wahrscheinlichkeit, nach N 4+ 1 Spriingen zu x zu

gelangen. Das ist dquivalent zum Summe iiber die Produkte aus

e der (bedingten) Wahrscheinlichkeit, nach N Spriingen zu einem Nachbarn von x zu gelangen, P(m+
1,N |0,0) und

1

e der (bedingten) Wahrscheinlichkeit, von einem Nachbarn von z nach z zu gelangen, 5:

P(m,N+1\0,0):%[P(m—kl,N\0,0)+P(m—1,N|0,0)]

7.1.2 Eindimensionale Brown’sche Bewegung
7.1.2.1 Historische Entwicklung

Experiment:

1785 Jean Ingenhousz: Kohlestaub auf Alkohol lisst hochst unregelmiiffige Bewegung zu erkennen.
1827 Robert Brown: Unregelmiflige Pollenbewegungen in Fliissigkeiten

Theorie:

1905 Albert Einstein

1906 Sinduckowski

1908 P. Langevin
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7.1.2.2 Theorie

Wir betrachten nun den Kontinuumslimes 7 — 0, { — 0 heuristisch, wo

12
D = 5 Diffusionskonstante
T

festgehalten wird.

Bemerkung. In diesem Grenzfall gibt es keine Geschwindigkeit des Teilchens, da % — 00

Es sind

in P(m, N|0,0); N...Schrittzahl
Definition (Bedingte Wahrscheinlichkeitsdichte).

A
p(x,t0,0)Az := Y P(m’, N|0,0) = TxP(m, N10,0)

m/

wo x = ml, t = N7, Az > [, aber dennoch so klein, dass P innerhalb von Ax konstant ist.
A A
mlf—xgm’lgmlJr—x
2 2
1
p(z,t]0,0) ~ zP(m, N|0,0)

Wir betrachten also N = % = t?—zD und

1 x t2D
p(x,t]0,0) = llf(l) 7P (l’ ZT|O’ 0)

. T k
mit der Stirling-Formel k! ~ v/ QWk%

ist Losung der Diffusionsgleichung

0
— t =D
atp(uv, |0,0) (z,t]0,0)

9227
p(x,0]0,0) = é(z)
Die Diffusionsgleichung (identisch mit der Wirmeleitungsgleichung, Abschnitt entsteht aus

p(.’E,t + T|0a0) _p(xaﬂoa O)
T
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unter Verwendung der Chapman-Kolmogorow-Gleichung (7.1)

1
p(z,t+7]0,0) = 5 [p(z +1,t0,0) + p(xz — 1,t0,0)]
p(l‘,t + T‘an) 7p($,t|070) 12 p(l‘ + l7t|070) 7 2p(£€,t|0,0) +p($ B l7t‘050)

T 27 2
op 0%p
o~ Pow

Definition ((Bedingter) Erwartungswert des Ortes).

+oo
(x) == / dz xp(z,]0,0) =0

— 00

e 1 1
(z7) ::/ dx 2®p(x,10,0) = 2\/@\/4ﬂDt§4Dt =2Dt

Da p(x,t|0,0) gerade in z ist und = ungerade, verschwindet das Integral und damit <mf> Der Mittelwert
des Quadrats des Abstandes des Teilchens vom Startpunkt verschwindet nicht; er nimmt linear in der
Zeit zu! (,, Diffusion®)

7.1.3 Langevins Beschreibung der Brown’schen Bewegung

Langevin: Auf das Brown’sche Teilchen wirkt eine konventionelle Reibungskraft proportional zu seiner
Geschwindigkeit und eine ,fluktuierende* Kraft n(t), die die phdnomenologische Beschreibung der zahl-
reichen Zusammenstofle des Teilchens mit den Fliissigkeitsmolekiilen darstellt. Die Bewegungsgleichung

(Langevin-Gleichung) lautet also
d?z dx(t)
_— = — ~2
ms (t) a— +n(t) (7.2)

wo a = 127jr mit der Z#éhigkeit j und dem Teilchenradius r. (Mathematisch exaktere Formulierung folgt

spater). Multiplikation mit 2 und Anwendung der Produktregel

2,.2 2 2 2
dxiidx d<2dz>_2(dm> +2xd7x

az —dt at at\“Car at ar?
ergibt

d?z dx(t)

= - t

a2 a—q T e
m d2z2 dz\? a dx? n

— — | =——+nz

2 a2 at 2ar

2 2
Wir bilden nun den Mittelwert d <d<; >> Dazu verwenden wir aus der statistischen Mechanik fiir die
mittlere kinetische Energie <<% (%)2 > = 2kT (mit der (abosluten) Temperatur 7" und der Boltzmann-

Konstante k); des weiteren, ,wegen der UnregelmiBigkeit von n“: ({(nx)) = 0, und, fiir ein Brown’sches
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2
Teilchen, & 4((=%) = const-e"mt ~ ()

md? ((2?)) _ad({#?))
2 dt2 2 dt

d((2?)) ok

—a
=——+const-e m = ——
m

((x%)) ~ 2%75 = 2Dt

Bemerkung. Die mathematisch wohldefinierte Formulierung fiir die Ableitung der Langevin-Gleichung
erfolgte erst 1951 (also ca. 40 Jahre spéter) in Form des stochastischen Differentialkalkiils von K. Ito;

mehr dazu spéter.

7.2 Grundlagen der Wahrscheinlichkeitstheorie

Die moglichen Ausgéinge eines Zufallsexperiment heiflen Elementarereignisse w, die Menge aller Elemen-

tarereignisse Stichprobenmenge 2
Beispiel. Einmal wiirfeln: Q = {1,2,3,4,5,6}
Beobachtbares oder interessantes Ereginis A: ist eine Untermenge von 2, A C Q

Beispiel. Gewiirfelte Augenzahl ist gerade: A = {2,4,6}

Sei A die Menge aller beobachtbaren oder interessanten Ereignisse

Definition (Wahrscheinlichkeit). Sei 2 die Stichprobenmenge, A eine o-Algebra

P:A—0,1]

heifit Wahrscheinlichkeit, wenn

1.0<PA)<1lfuralleAec A
2. P(@)=0, P(Q)=1

3. P(U A =507 P(Ap) falls A, N A =0 (n#m), VA, € A

n=1*™"n n=1
(Q, A, P) heifit Wahrscheinlichkeitsraum

Definition (Zufallsvariable). Sei der Wahrscheinlichkeitsraum (2, .4, P) gegeben; die Zufallsvariable
X:Q—-R:w— X(w)

ist eine messbare Abbildung von 2 nach R.
Beispiel. Nummer des Rings der Zielscheibe, in dem der Pfeil steckt.

Definition (Mehrdimensionale Zufallsvariable). Seien Xi, Xs,..., X, auf (Q, A, P) definierte Zufallsva-
riable
X:Q-R":w— (X1(w), X2(w),... Xn(w))
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Beispiel. Q = {Bevolkerung einer Stadt}
Xi...GroBe X5 ...Gewicht Xs3... Alter

Definition (Stetige Zufallsvariable). X heifit stetige Zufallsvariable, wenn es eine Wahrscheinlichkeits-
dichte p(x) gibt, sodass

PlweQX(w)<t}) =P(X <t)= / p(z)dz

— 00

Bemerkunyg.
o0

lim P({w€ QX () <)) = / p@)de = 1

(irgendeinen Wert hat X)

Bemerkunyg.
b

P (X € [a,b]) :/ p(z)dx

a

da, gemifl den Axiomen von P,

P(X <a)+ P(a
P(a

IN

T

IA

IN IN

s =
I
o
8
AN

T

|
o)

(x<b)—P(X <a)
Mehrdimensionale, stetige Zufallsvariable

P ({w e 9Q|(X1(w), Xp(w),..., X, (w)) € B}) =P(X €B) = /Bp(xl,x%...xn) dz;...dz,

Definition (Erwartungswert einer stetigen Zufallsvariable X).

beziehungsweise, falls Y = g(X),

7.3 Stochastische Prozesse

Definition (Stochastischer Prozess). Sei I ein Intervall in R. Wenn fiir jedes t € I eine Zufallsvariable
X; : Q+— R existiert, dann heifit {X;}, ., stochastischer Prozess.

Beispiel. Mein Kapital beim Pokerspiel als Funktion der Zeit.

Wir betrachten solche stochastische Prozesse, die durch Vorgabe aller p; (z1,t1;z2,t2;...) definiert sind.
Dann ist p; die Dichte zur Wahrscheinlichkeit, dass x; zu ¢1, o zu to,... angenommen wird, wobei

folgende Wigenschaften der p; gefordert werden:

1.pi>0

2. p; bleiben unveréndert, wenn (xy,tx) < (x;,t;) ausgetauscht werden
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3. fp (Y1, 815 3 Yn—1,tn—1; Yn, tn) dyn = P (Y1, 15 - - 5Yn—1, tn—1) (Vertriglichkeitsbedingung)
4. [ply,t)dy =1

Satz (Fundamentalsatz von Kolmogoroff (o. Bew.)). Zu jeder Familie von p; mit obigen Eigenschaften

exisitert ein Mafraum (Q, A, P) und ein entsprechender stochastischen Prozess {Xi},c;-

Bemerkung. Fiir festes tg ist Xy, (w) eine Abbildung von Q@ — R: w — X;,(w), also eine Zufallsvariable.

Fiir festes wp ist X¢(wo) eine Abb. I — R, t — X;(wp), also ein stochastischer Prozess, genannt Pfad oder

Realisierung des stoch. Prozesses.

X(wo) ——

(a) Zufallsvariable (b) Stochastischer Prozess

Abbildung 7.1: Zufallsvariable und stochastischer Prozess

Definition (bedingte Wahrscheinlichkeitsdichte).

)= p(x1,ti @, tos. . Y1, T1 Y2, T23 -+ 2)
P (Y1, T15Y2, T25 -+ )

p(1,tis oo, tos . [ Y1, T15 Y, T25 - -
Wahrscheinlichkeitsdichte, dass x1 zu t1, x5 zu to, ... angenommen wird, wenn y; zu 71, ¥2 zU To, ...
) ) ) ) ) )
angenommen wird.

Definition (Markov-Prozess). X; heifit Markov-Prozess, wenn fiir 71 < ... < 7, <t; < ... <, gilt:
P (21, t15 20, b5 T b | Y1, T Y2, T25 3 Yms Tim) = P (@15t @2, t25 -5 Ty b | Y Ton)

Bedingte Wahrscheinlichkeitsdichte eines Markov-Prozesses ist ausschliefllich durch aktuellste Bedingung

bestimmt: “Zukunft hdngt von der Vergangenheit nur iiber die Gegenwart ab.”

Beispiel (Kapital beim Pokern). Nur zu dem Kapital, das ich gerade habe, kann ich etwas dazugewinnen,

bzw. etwas davon verlieren.
Satz. Ein Markov-Prozess ist durch p(x,t) und p(xza,ts | x1,t1) vollstindig bestimmt (0. Bew.)

Beispiel. Sei t; <ty < t3

P(y1,t1s Y2, ta; ys, t3) = p(ys, ts | Y1, t1; 2, t2) - (Y1, t1; Y2, ta)
= p(ys, t3 | y2, t2)p(y2, t2 | y1,t1)p(y1, t1)

Koénnen also auf Zwei-Punkt- und Ein-Punkt-Bedingung zuriickfithren.
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Chapman-Kolmogorow-Gleichung p(z,t) und p(xs,ts | 1, 1) sind nicht beliebig wiihlbar, sondern

erfiillen:

1. die Vertriglichkeitsbedingung p(ys,t3) = f_oooo p(y1,t1;ys, t3)dy; bzw.
pnts) = [ plonta Lo tp(on, b

2. Fiir Markovprozesse und mit ¢t < to < t3 gilt

(Y1, t15 Y2, 25 Y3, t3) = p(ys, t3 | y2, t2)p(y2, ta | y1,t1)p(y1,t1)

(Y1, t15 Y2, to; Y3, t3)
= p(y3, t3 | y2,t2)p(y2,t2 | Y1, t1
ot ( | ( | )

und, mit Integration iiber ys,
o0
p(ys:ts | y1,t1) = / dyap(ys, t3 | Y2, t2)p(y2, t2 | y1,t1)
— 00
Das ist die Chapman-Kolmogoroff-Gleichung ({7.1)).

Differentielle Chapman-Kolmogorow-Gleichung Wir schreiben im Folgenden die Chapman-Kolmogoroff-
Gleichung ([7.1) als DGL um. Zunéchst seien

. 1
At) = Jim - [ et A ) (7.3)
. 1 9
Bt = fimy gy [ dee— et + A 10 - 00 (7.4
0= hm —px,t—f—At y,t fiir |z —y| > € 7.5
0 At

Sei t >t/ und f(z) eine beliebige, zweimal stetig differenzierbare Funktion; dann ist

/dxf p(z,t]y,t) —hm {/dxf xt+At|y,t’)—/dzf(z)p(z,t|y,t’)}

= lim —{/dxf /dzp(:c,t+At | z,t) p(z, tly,t")

T ARS0 At
- / d= £(2) / dop (et + At | 2, 8) plz tly, )}
=l [ [dede (@)~ fp Gt At 20 p (et | 0,0

In der zweiten Zeile haben wir die Chapman-Kolmogoroff-Gleichung (7.1]) sowohl im ersten wie auch im
zweiten Term verwendet, und im zweiten Term zusétzlich, dass [ dap (z,t + At | z,t) = 1. Nun entwickeln

wir f(z) — f(2) in eine Taylor-Reihe in z,

5} 02
/ %(x—z)za—zg(zwr
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und damit
B 1 af G 0% f
e r@ gttt = gim 5 [ | dad: [u—z)a () + 5@ -5 5@+
p(z,t+At] 2, t)p(z,t ]|y, t —I—hm—/ dzdz .
|z—z|>€
d 0? ,
- [a| a0 e+ 186, >6§<>}p<z,t|y,t>

unter Verwendung von ((7.3] 7.5]). Weiters erhalten wir mittels partieller Integration

/dxf p(t]y.t) /dzf [—(Ap) ] /dzf {A—i—;;B}

und, da f(x) beliebig, schliefflich:
Fokker-Planck-Gleichung:

past | y,t) = a[A( N+l pe, t)]p<x,ty,t'> (7.6)

0
at? ox 20x

Beispiel. A = 0, B = 1 fiihrt zur Diffusionsgleichung, welche die Brown’sche Bewegung beschreibt:

Wiener-Prozess“ (Diffusionskonstante D = %) Schreibweise, wenn es sich um Wiener-Prozess handelt:
W, statt X;

7.4 Stochastische Differenzialgleichungen und der Ito-Kalkiil

Allgemein ist die Langevin Gleichung

) — aa(t), 1) +b(a(), (0

n(t) sei ,hochst unregelmifBig® (weiles Rauschen), sodass

und insbesondere

Behauptung.

ist Wiener-Prozess.

(W2 /dr/ ar' ¢ T’)>>—/0td7'/0td7"5(7'—7’)—

(Also ist wie zuvor die Diffusionskonstante D = 3)

Beweis.
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Mitschrift noch inkomplett. Korrekturen und Erginzungen sind noch moglich!

Wir erkennen:

() = (.0

Also der tiblicher Erwartungswert beziiglich Wahrscheinlichkeitsdichten des Wiener-Prozesses.

Wir schreiben nun die Langevin-Gleichung ([7.2)) als Integralgleichung um

x(t)—:r(()):/o a(x(7),7)d7+/0 b(z(r), 7)n(r)dr
mit
W, = /0 n(7)dr

motivieren wir salopp

AW, = n(t)dt

und definieren mathematisch sauber (ohne 7)

x(t)—x(O):/O a(x(r),T) dT+/O b(x(r),7)dW-

Das ist eine stochastische Integralgleichung; fot a (z(7),7) d7 ist gewohnliches Riemann-Integral, fot b(z(r),7)dW,

ist Itoo-stochastisches Integral.

Definition (Ito-stochastisches Integral).

/0 b(x(r),7)dW, = qm — lim,,_, {Zb(x(til),til) (Wti — Wti—l)}

i=1

Dabei ist n die Anzahl der Unterteilungen des Intervalls [0, ¢]; und

gqm — lim,_, s, =s < lim <(sn - s)2> =0

n—oo

Definition (Ito-stochastische Differentialgleichung).
dz = a (z(t),t)dt + b (x(¢t),t) dW;

ist symbolische Schreibweise, bedeutet das gleiche wie die stochastische Integralgleichung.

Satz (Zusammenhang von Ito-stochastischer DGL und Fokker-Planck-Gleichung (0.Bew.)).

_ op _ 0 10,
dxadt+det@atax<a+anb>p
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